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Elemente de logicã matematicã ºi teoria mulþimilor

2.3. Mulþimea numerelor raþionale; operaþii algebrice
Împãrþirea necesitã o mulþime de numere în care sã se poatã efectua ºi alte operaþii

decât cele admise pentru numerele întregi.
Rezolvarea ecuaþiei de forma ax = b, cu a, b ∈ � a condus la introducerea numerelor

raþionale ºi a mulþimii � = { }∈ ≠�, , 0a a b b
b

.

Aºadar, un numãr raþional este o fracþie a
b

, unde a, b ∈ �, b ≠ 0.

Definiþie

Fracþiile a
b

 ºi c
d

, a, c ∈ � ºi b, d ∈ �* se numesc echivalente dacã a · d = b · c.

Mulþimea tuturor fracþiilor echivalente cu o fracþie datã se numeºte numãr raþional.

Exemplu:

Mulþimea fracþiilor { }1 2 3, , , ...
3 6 9

 obþinute prin

amplificare sau simplificare reprezintã numãrul

raþional unic 1
3

.

Observaþii:
1. Orice numãr întreg poate fi scris ca o fracþie cu numitorul 1.
2. În clasele anterioare, pe mulþimea numerelor raþionale a fost definitã o relaþie de ordine.
3. Mulþimea numerelor raþionale este înzestratã cu operaþiile de adunare ºi înmulþire.

Considerãm cunoscute proprietãþile relaþiei de ordine ºi ale operaþiilor cu numere raþionale.

Mulþimea numerelor raþionale pozitive se noteazã �+ = { }∈ ≠ >�| , , 0, 0a aa b b
b b

.

Mulþimea numerelor raþionale negative se noteazã �– = { }∈ ≠ <�| , , 0, 0a aa b b
b b

.
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Exerciþii ºi probleme
recapitulativeC
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1. Algebrã
1. Cercetaþi dacã existã numere naturale care împãrþite la 2n + 2 sã dea restul 2n ºi

împãrþite la 2n sã dea restul 2n – 1, unde n este numãr natural nenul.

2. a) Determinaþi n ∈ � pentru care numãrul 1! + 2! + 3! + ... + n! este pãtrat perfect.
b) Arãtaþi cã un produs de 2 numere naturale consecutive nu este pãtrat perfect.
c) Arãtaþi cã un produs de 3 numere naturale consecutive nu este cub perfect.

3. a) Arãtaþi cã existã 7 numere naturale consecutive neprime.
b) Arãtaþi cã existã n numere naturale consecutive neprime, oricare ar fi n∈ �*.

4. Arãtaþi cã urmãtoarele numere sunt prime între ele:
a) 3n + 2 ºi 4n + 3, n ∈ �; b) k · n + k – 1 ºi (k + 1)n + k, n ∈ �, k ∈ �*.

5. a) Arãtaþi cã fracþia 2
2 3
n
n
+
+  este ireductibilã, oricare ar fi n ∈ �.

b) Arãtaþi cã fracþia 
2 2 1

n k
n k

+
+ − , n ∈ �, k ∈ �* este ireductibilã.

6. Determinaþi n ∈ � astfel încât:

a) 2 1n +  ∈ �;  b) 2 2003n +  ∈ �.

7. Determinaþi x, y ∈ � astfel încât:

a) x  + y  = 1960 ;  b) x  + y  = 2250 .

8. a) Fie k ∈ � ºi mulþimea H = {a + b 2 | a, b ∈ �, a2 – kb2 = 1}. Determinaþi o
valoare strict pozitivã a lui k astfel încât pentru orice x, y ∈ H sã avem xy ∈ H.

b) Fie k ∈ � ºi mulþimea H = {a + b 3 | a, b ∈ �, a2 – kb2 = 1}. Determinaþi o
valoare strict pozitivã a lui k astfel încât pentru orice x, y ∈ H sã avem xy ∈ H.

9. a) Fie a, b, c ∈ � astfel încât a + b + c ∈ � ºi a2 + b2 + c2 ∈ �.
 Demonstraþi cã ab + bc + ca ∈ �.

b) Fie a, b, c ∈ � astfel încât a + b + c ∈ �, a2 + b2 + c2 ∈ �, a3 + b3 + c3 ∈ �.
Demonstraþi cã abc ∈ �.

10. Arãtaþi cã 2 , 2 3+ , 2 3 5+ +  nu sunt numere raþionale.

11. Fie a, b, c ∈ � astfel încât a3 + b3 + c3 ºi a + b + c se divid cu 7.
Demonstraþi cã abc se divide cu 7.

12. Fie x, y ∈ �* ºi z = 
xy

x y+ , x + y ≠ 0. Arãtaþi cã x2 + y2 + z2 este pãtratul unui numãr raþional.

(RMT 2/185)
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