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Elemente de logica matematica
si teoria multimilor

[
1. Relatii si operatii cu multimi
(recapitulare)

Incepem cu o recapitulare succintd a multimilor, relatiilor si operatiilor cu acestea.

Multimea este o colectie de obiecte distincte. Obiectele multimii se numesc elemente.

Multimile se noteaza cu litere mari ale alfabetului; elementele sale se scriu intre acolade.

O multime poate fi datd prin enumerarea elementelor sau specificand o proprietate
caracteristica a acestora.

Multimea care nu are nici un element se numeste multimea vida si se noteazd &.

1.1. Relatii
Apartenenta sau Incluziunea,
nonapartenenta unui submultime
element la o multime
B B
: D
acA2¢A AcBsauBoA AgB
»€ “ apartine ,,C“ inclus; ,, 0 include ,Z“ nu este inclus
»&“nu apartine A este submultime a lui B

Egalitatea multimilor. A = B dacd A c B si B c A (A 5i B au aceleasi elemente).

1.2. Operatii cu multimi

Intersectia Reuniunea
A B A B
ANB AUB
ANnB={x|xeAsixe B} AUB={x|xe Asauxe B}
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Complementara Diferenta
E A B
C,A A\ B
CAA={x|xeEsixe A} A\B={x|xe Asixe¢ B}

Produsul cartezian. AXB = {(a,b) | ae A, b e B}.
Observatie: Ax B #B XA.

I .
2. Multimea numerelor reale

Numerele sunt un produs al inteligentei omului, cu ajutorul carora acesta percepe aspectele
cantitative ale lumii inconjurdtoare si stabileste relatii de ordine intre ele.

Acest instrument — numerele — s-a perfectionat o datd cu dezvoltarea necesitatilor omului.
Astfel au rezultat urmatoarele multimi de numere: numerele naturale, numerele intregi,
numerele rationale, numerele reale.

Pornind de la multimea numerelor naturale, pot fi construite toate celelalte multimi
de numere.

Fundamentul acestei constructii logice 1l constituie teoria multimilor si logica matematica.

2.1. Multimea numerelor naturale; operatii algebrice

Cea mai simpla multime de numere este multimea numerelor naturale:
N={0,1,2,3,..,n,...}.

| pefinitie |

O dreapta pe care fixam un punct O (numit origine), un segment OU a carui
[ungime se considera egald cu unitatea si un sens pozitiv indicat de sageatd (de la
O spre U) se numeste axa numerelor sau axa de coordonate.

m numere naturale (N)

B—8 B
o) U B(4) P(a)

Numarului natural 0 1i corespunde punctul O. Numarului natural 1 1i corespunde punctul U.
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Sloeiige

Oricarui numar natural a 1i corespunde punctul P aflat pe semidreapta (OU
astfel incat lungimea segmentului OP este a. Punctul P se numeste imaginea
numarului a, iar a se numeste abscisa punctului P.

Pe multimea numerelor naturale se definesc doua operatii algebrice: adunarea si tnmultirea.
Aceste operatii au urmatoarele proprietati:

a)a+b=b+a;a-b=>b-a,oricare ar fia, b € N (comutativitate);

b) @+b)+c=a+bB+c);@-b)-c=a-(b-c),oricarearfia,b,ce N
(asociativitate);

¢) a + 0 = aq, oricare ar fi a € N (0 este element neutru pentru adunare);
a- 1=a,oricare ar fia € N (1 este element neutru pentru inmultire);

da-b+c)=a-b+a-coricarearfia, b, c € N (distributivitatea tnmultirii fatd
de adunare).

Observatii:

1. Fiind date numerele naturale a si b, daca existd numerele naturale x siy astfel incat
a+x=>b,a-y=>b(a=0),atuncix = b —a reprezintd diferenta celor doud numere,
iar y = b : a reprezinta catul celor doua numere. Dacé aceste doud numere exista, atunci
ele sunt unic determinate sia + (b—a) = (@ +b)-a=b,a-(b:a) = (a-b):a=b.

2. Scdderea si Impartirea sunt operatiile inverse adunarii, respectiv inmultirii. Totusi,
diferenta si catul nu existd pentru orice numere naturale a si b.

Exemple:
1. Dacia=3e Nsib=2e Ncu3 +x=2,atuncix=2-3¢ N.

2. Dacda=5€e Nsib=3¢ NcuS-y=3,atunciy=%s£N.

Pentrua € N* sin € N* se noteazd " = g-a-a-...-a puterea an-a a lui a.
_—

de n ori

Inmultirea, ridicarea la putere si impartirea puterilor se fac dupa urmatoarele reguli.
Pentru a, b, n, m € N* avem:

1. a"-d"=a"""™, 2.(a-b)"=da" b 3.4":ad" =ad"" n>m;
Cln a" b (n)m n-m

4. (—) =L pzo; 5. (@)" = a"" ™.
b bn’ b

2.1.1. Ordonarea numerelor naturale

Pentru doud numere naturale oarecare a si b se introduce o relatie de ordine in felul
urmator: dacd existd un numar c # 0 astfel incat a = b + c, atunci se spune cd a este mai mare
decat b si se noteazd a > b (Putem spune si ca b este mai mic decdt a si notam b < a).
Aceastd relatie este intr-adevar o relatie de ordine.
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2.1.2. Proprietatile relatiei de ordine pe multimea numerelor naturale

Trichotomie. Doud numere naturale oarecare a si b sunt neaparat intr-una din relatiile
a>b,b>asaua =b.

Monotonia adundrii si inmultirii. Daca a > b, iar c §i d sunt doud numere naturale
nenule, atuncia + ¢ >b +csia-d>b-d.

Axioma lui Arhimede. Pentru doud numere naturale oarecare a si b, a > 0, existd un
numar natural n astfel incdta - n > b.

Tindnd seama de aceste proprietdti, multimea numerelor naturale se spune cd este
liniard si arhimedic ordonatd.

2.2. Multimea numerelor intregi; operatii algebrice

Anterior am vazut ca scaderea si Impdrtirea nu se pot efectua Intotdeauna in multimea
numerelor naturale. Acest fapt a condus la extinderea multimii N la multimea numerelor intregi
Z={..-2,-1,0,1,2,..}.

| numere naturale (N)
0 numere intregi (Z)
[l il il il il m il >

1| 8] 84 5] 5] ] ]
E(-4) D(-2) C(-1) 0(0) U1) A2 B(4)

Pe multimea numerelor intregi se definesc doua operatii: adunarea si inmultirea. Proprie-
tatile verificate de aceste operatii in cazul numerelor naturale rdman valabile si pentru
numerele intregi. In plus, la acestea se mai adauga unele proprietdti noi.

Soetmwe

Pentru orice a € Z, exista elementul —a € Z care se numeste opusul lui a si
are proprietatea:

a+(a)=(Fa)+a=0

2.2.1. Proprietatile operatiilor de adunare si inmultire cu numere intregi

a) Dacax =y, atuncix + z =y + 2sixz = yz, oricare ar fix, y, z € Z.

b) Dacdx + z =y + gz, atunci x =y, oricare ar fix, y, z € Z.

¢) Dacdxz =yz, z#0, atuncix =y, oricare ar fix, y, z € Z.

d) Dacdx,y > 0saux,y < 0, atuncix -y > 0, oricare ar fix, y € Z.

e) Dacdx >0,y <0Osaux <0,y > 0, atuncix -y < O oricare ar fix, y € Z.

f) Dacix=0,ye Zsauy =0,xe Z,atuncix -y = 0.

g) In multimea numerelor intregi, diferenta a doua numere intregi este tot un numér intreg.

Vom nota multimea numerelor naturale nenule cu N*, iar multimea numerelor intregi
nenule cu Z*.
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2.3. Multimea numerelor rationale; operatii algebrice

Impartirea necesitd o multime de numere 1n care sa se poata efectua si alte operatii
decét cele admise pentru numerele intregi.
Rezolvarea ecuatiei de forma ax = b, cua, b € Z a condus la introducerea numerelor

rationale si a multimii Q = {%‘ a,beZ,b# 0} .
Asadar, un numar rational este o fractie a ,undea,be Z,b#0.

. Definitie

Fractiile % si %, a,ce Zsib,d e Z* se numesc echivalente dacaa -d = b - c.

Multimea tuturor fractiilor echivalente cu o fractie datd se numeste numar rational.

Exemplu:

Multimea fractiilor {

123
3’6’97 "
amplificare sau simplificare reprezinta numarul

rational unic % . 6

Observatii:
1. Orice numadr intreg poate fi scris ca o fractie cu numitorul 1.
2. Inclasele anterioare, pe multimea numerelor rationale a fost definiti o relatie de ordine.
3. Multimea numerelor rationale este inzestrata cu operatiile de adunare si inmultire.

} obtinute prin

Consideram cunoscute proprietatile relatiei de ordine si ale operatiilor cu numere rationale.

Multimea numerelor rationale pozitive se noteaza Q, = {% | a, be Z, b#0, % > O} .

Multimea numerelor rationale negative se noteazd Q_ = {% | a, be Z, b#0, % < O} .

0 numere rationale (Q)
0 numere intregi (Z)
| numere naturale (N)

wf3) 63 et ra) o old) HG)

B'(-4) A'(-2) UD o0 Ul A@ B(4)
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2.3.1. Forme de scriere a unui numar rational

In clasele anterioare am Invétat cd orice numadr rational poate fi scris in doua moduri:
B sub forma de fractie ordinara (ca raport de doud numere intregi);
B sub forma de fractie zecimald (finita sau infinitd periodicd).

2.3.1.1. Trecerea de la o fractie ordinara la o fractie zecimala
Aplicand algoritmul de impartire a numerelor naturale putem trece de la o fractie ordinara

% (unde a 2 0, b > 0) la o fractie zecimald (finita sau infinitd, periodica simpla ori mixta).

Exemple:

Sa transformam 1in fractii zecimale urmaétoarele fractii ordinare:
1
a) 2.l
5 33 12
Trecerea de la forma de scriere fractionard la cea cu virguld se face prin impartirea
numaratorului la numitor. Avem:

a) §=08b) 11 =12424.50 L =0,5833....
Aceste scrieri sunt unice. in exemplul a) fractia zecimala obtinuti este finitd deoarece
dupa virguld avem un numar finit de zecimale nenule.

in exemplele b) si ), fractiile zecimale obtinute sunt infinite, avand la dreapta virgulei
un numdr infinit de zecimale.

Fractiile zecimale In care una sau mai multe zecimale se repeta de o infinitate de ori se
numesc fractii zecimale periodice.

In exemplul b), gruparea (24) se numeste perioadi. Aceasti fractie se scrie mai
simplu 1,(24).
In exemplul c), perioada este 3, iar fractia 0,5833... se scrie sub forma 0,58(3).

B Fractiile la care perioada urmeaza imediat dupa virguld se numesc fractii
periodice simple.

B Fractiile la care perioada nu urmeazd imediat dupa virguld se numesc fractii
periodice mixte.

B Fractiile periodice mixte au dupa virguld una sau mai multe zecimale care
nu se repeta de o infinitate de ori. Aceasta parte a fractiei care nu se repeta
se numeste partea neperiodica.

Prin urmare, orice numadr rational poate fi scris ca fractie zecimala finita (exactd) sau
ca fractie zecimald infinitd periodica. De asemenea, orice fractie zecimala finita sau infinita
periodica, cu perioada diferita de (9) reprezintd un numar rational.
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2.3.1.2. Trecerea de la fractia zecimala finita sau infinita periodica
la fractie ordinara

a) Dacd a, € Nsiay, ay, ..., q; sunt cifre, atunci a,,a,a,...a, = q, —cilgf) "‘C(l)k .
k zerouri
Exemple:
24 _ 3024 _378. 24 _ 3024 _ 378

3,24 = 278 . _3024=-3

1000 =~ 1000 ~ 125’ 1000 ~ 1000 125°

b) Daciag € N§iay, ..., a sunt cifre, atunci ag,(@)az..a) = a5 20~
k cifre
Exemple:
_ 236. _ 236
0,(236) = 990 0,(236) 59

c) Dacdaye Nsiay, ay, ..., G, Qryqs oo Qy4p SUNL cifre, atunci

alaz...ak+p - alaz...ak

ao,alaz...ak(ak + 1...ak +P) = ao 99 900 O
p cifre k cifre
Exemple:
_1236-2 _ .234 _ .13 - 113
1,2(36) = 1 900 = 1 990 legs 1,2(36) = -1 5c -

Observatie: Orice fractie zecimala finita este periodica de perioada zero.

Reciproc, avem urmatorul rezultat:

. Teorema

Orice numar rational se reprezintd in mod unic sub forma unei fractii zecimale
finite sau a unei fractii zecimale infinite periodice cu perioada diferita de 9.

Observatie: Dacd am admite existenta fractiilor zecimale cu perioada 9, atunci aplicind
regula de mai sus am obtine aparent, rezultate diferite.

Exemplu:

17,(9) = 17% =17 + 1 = 18, iar 18 = 18,(0).

Pentru a pastra unicitatea scrierii numerelor rationale ca fractii zecimale, nu vom lua
in considerare fractiile zecimale cu perioada 9, dar vom admite scrierea fractiilor zecimale
finite ca fractii infinite periodice cu perioada 0.

9



Exercitii si probleme
recapitulative

1. Algebra

1. Cercetati daca existd numere naturale care impartite la 2n + 2 sd dea restul 2n si
impartite la 2n sa dea restul 2n — 1, unde n este numadr natural nenul.

2. a) Determinati n € N pentru care numarul 1! + 2! 4+ 3! + ... + n! este patrat perfect.
b) Aratati ca un produs de 2 numere naturale consecutive nu este patrat perfect.
c) Aratati cd un produs de 3 numere naturale consecutive nu este cub perfect.

3. a) Ardtati cd existd 7 numere naturale consecutive neprime.
b) Arétati cd existd n numere naturale consecutive neprime, oricare ar fi ne N*.

4. Aratati ca urmatoarele numere sunt prime intre ele:
a)3n+2si4n+3,ne N;b)k-n+k-1si(k+ n+k,ne N, ke N*.

5.a) Aritati ci fractia ¢ 2 este ireductibila, oricare ar fin € N.

2n+3
n+k
2n+2k-1"°

6. Determinati n € N astfel incat:

a) \n>+1 e Q; b) Yn®+2003 € Q.

7. Determinati x, y € N astfel incat:

a) Vx + \Jy = 41960 ; b) Jx + |y = y2250.
8.a) Fie k € Q si multimea H = {a + b2 | a,be Q, a® - kb* = 1}. Determinati o
valoare strict pozitiva a lui k astfel incat pentru orice x, y € H sa avem xy € H.

b) Fie k € Q si multimea H = {a + b3 | a, b € Q, a* - kb* = 1}. Determinati o
valoare strict pozitiva a lui k astfel incat pentru orice x, y € H s avem xy € H.

b) Aratati cd fractia ne N, k e N* este ireductibila.

9.a)Fiea, b, c € Rastfel incita + b + ce Q§ia2 +b*+ e qQ.
Demonstrati cd ab + bc + ca € Q.
b) Fiea, b,ce Rastfel incdta + b+ ce Q,a’> +b> + *e Q,® +b* + P e Q.
Demonstrati cd abc € Q.

10. Aratati ca V2, V2 +43, V2 ++3 ++5 nu sunt numere rationale.

11.Fie a, b, c € Z astfel incat a® + b® + ¢ sia + b + csedivid cu 7.
Demonstrati ca abc se divide cu 7.

Xy

12.Fiex,ye Q*siz= X+y , X +y#0. Ardtati cidx® +y* + 2% este patratul unui numér rational.

(RMT 2/185)
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