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Partea I. Elemente de algebrå

GRUPURICapito lul  1

1. Lege de compoziþie internã, tabla operaþiei

1.1. Noþiuni recapitulative

Au fost studiate mulÆimile de numere: N = {0, 1, 2, ..., n, ...} – mulÆimea numerelor
naturale; Z = {..., –n, ..., –2, –1, 0, 1, 2, ..., n, ...} – mulÆimea numerelor întregi;

Q = { }, , 0a a b b
b

∈ ≠Z  – mulÆimea numerelor raÆionale; R – mulÆimea numerelor

reale;
C = {x + iy  x, y ∈ R} – mulÆimea numerelor complexe.
MulÆimile de numere studiate au proprietatea: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
Ne reamintim produsul cartezian a douå mulÆimi. Fie A çi B douå mulÆimi. Produsul

cartezian al celor douå mulÆimi este: A × B = {(x, y) x ∈ A, y ∈ B}.

EXEMPLE

1. Dacå A = {–2, 3} çi B = {1, 2, 5}, avem:
A × B = {(x, y)  x ∈ A, y ∈ B} = {(–2, 1), (–2, 2), (–2, 5), (3, 1), (3, 2), (3, 5)}.

2. Dacå A = {a, b}, B = {α, β, γ}.
A × B = {(a, α), (a, β), (a, γ), (b, α), (b, β), (b, γ)}.

Aceste mulÆimi au fost dotate cu diferite operaÆii. De exemplu, pe mulÆimea numerelor
naturale au fost definite operaÆiile de adunare çi înmulÆire:

≤ x, y ∈ N avem x + y ∈ N çi xy ∈ N
pentru care am acceptat anumite proprietåÆi:

A1. (x + y) + z = x + (y + z), ≤ x, y, z ∈ N;
A2. 0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ N;
A3. x + y = y + x, ≤ x, y ∈ N;
I1. (xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ N;
I2. 1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ N;
I3. xy = yx, ≤ x, y ∈ N.
D. x(y + z) = xy + xz, ≤ x, y, z ∈ N.

Odatå cu studiul altor mulÆimi, au fost acceptate alte proprietåÆi. Astfel, în mulÆimea Z
a numerelor întregi, operaÆiile de adunare çi înmulÆire satisfac în plus faÆå de A1, A2, A3,
I1, I2, I3, D çi proprietatea:

x + (–x) = (–x) + x = 0, ≤ x ∈ Z.
Un studiu atent ne permite så stabilim unele caracteristici comune ale operaÆiilor

cunoscute çi så facem anumite generalizåri.
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Astfel, pe mulÆimea numerelor naturale N = {0, 1, 2, ..., n, ...}, operaÆia de adunare ne
permite så definim aplicaÆia:

ϕ : N × N → N, (x, y) → ϕ(x, y),
prin care facem så corespundå la orice pereche ordonatå (x, y) de numere naturale un

numår natural, unic determinat, ϕ(x, y) = x + y numit suma lui x cu y.
În mod analog, înmulÆirea numerelor naturale ne permite så definim aplicaÆia:

Ψ : N × N → N, (x, y) → Ψ(x, y),
prin care la orice pereche ordonatå (x, y) de numere naturale, asociem un numår

natural unic determinat Ψ(x, y) = xy, numit produsul lui x cu y.

EXEMPLU
ϕ(5, 2) = 5 + 2 = 7, ϕ(3, 8) = 3 + 8 = 11,
respectiv
Ψ(5, 2) = 5 × 2 = 10, Ψ(3, 8) = 3 × 8 = 24.

Vom remarca faptul cå observaÆii similare pot fi fåcute în studiul altor mulÆimi.
Fie mulÆimea M2(R) a matricelor påtratice de ordin 2 cu coeficienÆi din R.
Pentru operaÆia de adunare am asociat fiecårei perechi ordonate (A, B) de matrice din

M2(R) matricea A + B ∈ M2(R) prin aplicaÆia: ϕ : M2(R) × M2(R) → M2(R),
(A, B) → ϕ(A, B) = A + B, numitå operaÆia de adunare a matricelor.

EXEMPLU

Fie A, B ∈ M2(R); A =  
 
 
a b
c d ; B =  

 
 

x y
z t .

Avem: ϕ(A, B) = A + B = 
+ +     + =     + +     

a b x y a x b y
c d z t c z d t ,

respectiv Ψ(A, B) = AB = 
+ +    =    + +    

a b x y ax bz ay bt
c d z t cx dz cy dt .

Considerând mulÆimea numerelor complexe C = {x + iy  x, y ∈ R} putem defini aplicaÆiile:
ϕ : C × C → C, (z1, z2) → ϕ(z1, z2) = z1 + z2,

prin care, fiecårei perechi ordonate (z1, z2) de numere complexe, z1, z2 ∈ C, i se asociazå
numårul complex z1 + z2, aplicaÆia este numitå operaÆia de adunare a numerelor
complexe.

De asemenea, am asociat fiecårei perechi ordonate (z1, z2) de numere complexe,
z1, z2 ∈ C, numårul complex z1z2 ∈ C prin aplicaÆia:

Ψ : C × C → C, (z1, z2) → Ψ(z1, z2) = z1z2,
numitå operaÆia de înmulÆire a numerelor complexe.

EXEMPLU
Fie z1, z2 ∈ C, unde z1 = x1 + iy1, x1, y1 ∈ R, çi z2 = x2 + iy2, x2, y2 ∈ R. Avem:

ϕ(z1, z2) = z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2),
respectiv

Ψ(z1, z2) = z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 – y1y2) + i(x1y2 + x2y1).
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Exemplele pot continua, considerând çi alte mulÆimi.
ObservaÆiile asupra acestor aplicaÆii ne permit så surprindem într-o schemå generalå

situaÆii asemånåtoare celor prezentate mai sus. Pentru aceasta vom considera o mulÆime
nevidå M çi o aplicaÆie

ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y),
în care este ignoratå natura elementelor mulÆimii M, cum çi regula efectivå prin care

oricårui cuplu (x, y) de elemente din M i se asociazå un element unic ϕ(x, y) ∈ M.
ObÆinem astfel noÆiunea de lege de compoziÆie pe mulÆimea M.

1.2. Definiþie. Exemple

Definþie
Fie M o mulÆime nevidå. O aplicaÆie ϕ definitå pe produsul cartezian M × M cu

valori în M,
ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y),

se numeçte lege de compoziÆie pe M.

Elementul unic determinat ϕ(x, y) ∈ M care corespunde cuplului (x, y) ∈ M × M prin
aplicaÆia ϕ se numeçte compusul lui x cu y prin legea de compoziÆie ϕ.

O lege de compoziÆie pe o mulÆime M se mai numeçte operaÆie binarå pe M sau
operaÆie algebricå pe M. În cele ce urmeazå vom prefera så folosim pentru aplicaÆia ϕ
denumirea de lege de compoziÆie.

EXEMPLE
Prezentåm câteva exemple de legi de compoziÆie cunoscute:
1. Adunarea pe Z: ϕ : Z × Z → Z, (x, y) → ϕ(x, y) = x + y.
2. ÎnmulÆirea pe Z: Ψ : Z × Z → Z, (x, y) → Ψ(x, y) = xy.
3. Adunarea pe R: ϕ : R × R → R, (x, y) → ϕ(x, y) = x + y.
4. ÎnmulÆirea pe R: Ψ : R × R → R, (x, y) → Ψ(x, y) = x $ y.

1.2.1. Notaþii pentru o lege de compoziþie
NotaÆia aditivå: ϕ : M × M → M, ϕ(x, y) = x + y. Elementul x + y se numeçte suma lui

x cu y, iar legea de compoziÆie ϕ se numeçte adunare.
NotaÆia multiplicativå: ϕ : M × M → M, ϕ(x, y) = xy. Elementul xy se numeçte produsul

lui x cu y, iar legea de compoziÆie ϕ se numeçte înmulÆire.
Vom remarca faptul cå pentru o lege de compoziÆie vor fi utilizate diferite notaÆii

pentru compusul ϕ(x, y) a lui x cu y, cum ar fi:
x & y, x ⊥ y, x º y, x ) y, x . y, x - y, x / y, x ? y, x 1 y, x < y, x = y etc.

EXEMPLE
1. Folosind notaÆia aditivå pentru M ∈ {N, Z, Q, R, C, Mn(C)}, avem legile de compoziÆie:

ϕ : M × M → M, ϕ(a, b) = a + b.
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2. În notaÆie multiplicativå, avem legile de compoziÆie:
ϕ : M × M → M, ϕ(a, b) = ab.

3. Reuniunea pe P(E) mulÆimea pårÆilor mulÆimii E:
ϕ : P(E) × P(E) → P(E), ϕ(X, Y) = X ∪ Y.

4. IntersecÆia pe P(E), mulÆimea pårÆilor mulÆimii E:
ϕ : P(E) × P(E) → P(E), ϕ(X, Y) = X ∩ Y.

5. Compunerea funcÆiilor pe F(E), mulÆimea funcÆiilor definite pe E cu valori în E:
ϕ : F(E) × F(E) → P(E), ϕ(f, g) = f ) g.

Considerând mulÆimea Z a numerelor întregi çi n ∈ N*, un numår natural, este cunoscutå
definiÆia împårÆirii cu rest (a împårÆirii euclidiene). Pentru orice a ∈ Z existå q, r ∈ Z, unic
determinate, astfel încât a = nq + r, 0 ≤ r < n.

Numårul r din aceastå relaÆie este cunoscut sub numele  de restul împårÆirii lui a prin n.
Acest numår va fi notat

r = a mod n
çi se citeçte „a modulo n“. Acest numår se mai numeçte încå: redusul modulo n al
numårului întreg a.

EXEMPLE
Dacå n = 6, avem:
15 mod 6 = 3; 18 mod 6 = 0; –9 mod 6 = 3;
–13 mod 6 = 5; 25 mod 6 = 1; –11 mod 6 = 1.

Acum putem defini legea de compoziÆie.
6. Adunarea modulo n. Dacå a, b ∈ Z, definim suma modulo n a lui a cu b,

notatå a / b astfel:
ϕ : Z × Z → Z, (a, b) → ϕ(a, b) = a / b prin a / b =

def.
 (a + b) mod n,

numitå adunarea modulo n.

EXEMPLE
Dacå n = 5, avem:

3 / 8 = (3 + 8) mod 5 = 11 mod 5 = 1;
(–4) / 7 = (–4 + 7) mod 5 = 3 mod 5 = 3;
9 / (–12) = (9 + (–12)) mod 5 = (–3) mod 5 = 2;
10 / 4 = (10 + 4) mod 5 = 14 mod 5 = 4.

7. ÎnmulÆirea modulo n. Dacå a, b ∈ Z, definim produsul modulo n al lui a cu b,
notat cu a 1 b astfel:

ϕ : Z × Z → Z, (a, b) → ϕ(a, b) = a 1 b, prin a 1 b =
def.

 (ab) mod n,
numitå înmulÆirea modulo n.
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EXEMPLE
Dacå n = 5, avem:

3 1 7 = (3 $ 7) mod 5 = 21 mod 5 = 1;
4 1 12 = (4 $ 12) mod 5 = 48 mod 5 = 3;
(–3) 1 8 = ((–3) $ 8) mod 5 = (–24) mod 5 = 1
(–4) 1 (–13) = ((–4) $ (–13)) mod 5 = 52 mod 5 = 2.

Efectuaþi în clasã
Dacå n = 6, calculaÆi:
1 . a) 3 / 13; b) 4 / 19; c) 11 / 17; d) (–3) / 12.
2 . a) 5 1 11; b) 7 1 14; c) 8 1 (–5); d) (–9) 1 (–12).

1.2.2. Parte stabilã. Lege de compoziþie indusã

Definiþie
Fie M o mulÆime pe care este datå o lege de compoziÆie ϕ:

ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y).
O submulÆime H a lui M cu proprietatea:

≤ x, y ∈ H ⇒ ϕ(x, y) ∈ H
se numeçte parte stabilå a lui M în raport cu legea de compoziÆie ϕ.

Dacå H este o parte stabilå a lui M în raport cu legea de compoziÆie M, putem defini pe

H  legea de compoziÆie: ϕ′ : H × H → H, punând ϕ′(x, y) =
def.

 ϕ(x, y) ∈ H, ≤ x, y ∈ H, çi se
spune cå ϕ′ este legea de compoziÆie induså pe H de cåtre ϕ.

EXEMPLE
Vom nota 2Z = {2k  k ∈ Z} a numerelor întregi pare çi 2Z + 1 = {2k  + 1  k ∈ Z}

mulÆimea numerelor întregi impare. Avem 2Z ⊂ Z çi 2Z + 1 ⊂ Z.

1. MulÆimea 2Z este o parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de adunare a nume-
relor întregi.

Avem M = Z, H = 2Z çi legea de compoziÆie:
+: Z × Z → Z, (x, y) → x + y.

Dacå x, y ∈ 2Z, x = 2k1, y = 2k2, k1, k2 ∈ Z, atunci x + y = 2k1 + 2k2 = 2(k1 + k2) ∈ Z, deci
+ : 2Z × 2Z → 2Z

(ceea ce exprimå faptul cå suma a douå numere întregi pare este un numår par), deci
H = 2Z este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de adunare a numerelor întregi.

2. MulÆimea 2Z este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de înmulÆire a numerelor
întregi.

Fie x, y ∈2Z, x = 2k1, y = 2k2, k1, k2 ∈ Z. Atunci xy = 2k1 $ 2k2 = 4k1k2 ∈ 2Z.
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3. MulÆimea 2Z + 1 nu este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de adunare a
numerelor întregi.

Fie x, y ∈ 2Z + 1, x = 2k1 + 1 çi y = 2k2 + 1, k1, k2 ∈ Z.
Rezultå x + y = 2k1 + 1 + 2k2 + 1 = 2(k1 + k2 + 1) ∉ 2Z + 1.

4. MulÆimea 2Z + 1 este parte stabilå a lui Z în raport cu operaÆia de înmulÆire.
Pentru x, y ∈ 2Z + 1, x = 2k1 + 1 çi y= 2k2 + 1, k1, k2 ∈ Z, avem:

xy = (2k1 + 1)(2k2 + 1) = 2(2k1k2 + k1 + k2) + 1,
deci xy ∈ 2Z + 1, ceea ce demonstreazå cå H = 2Z + 1 este parte stabilå a lui Z în raport
cu operaÆia de înmulÆire a numerelor întregi.

5. Pe mulÆimea R a numerelor reale definim legea de compoziÆie:
& : R × R → R, (x, y) → x & y,

unde x & y =
def.

 xy – 2x – 2y + 6.
Considerând submulÆimea H a lui R, H = (2, ∞), så aråtåm cå submulÆimea (2, +∞)

este parte stabilå a lui R în raport cu legea de compoziÆie „&“.
Oricare ar fi x, y ∈ R, rezultå cå x & y ∈ R, unde x & y = xy – 2x – 2y + 6 ∈ R.
Pentru H = (2, +∞), deducem cå ≤ x, y ∈ H, rezultå x & y ∈ H. Fie x, y ∈ (2, +∞), deci

x > 2, y > 2 sau x – 2 > 0, y – 2 > 0. Legea de compoziÆie „&“ se poate scrie sub forma:

x & y = (x – 2)(y – 2) + 2, de unde deducem 
>

− −1442443
0

( 2)( 2)x y  + 2 > 2, deci x & y ∈ H, ceea

ce demonstreazå cå H = (2, +∞) este parte stabilå a lui R în raport cu legea de compoziÆie.

1.2.3. Lege de compoziþie internã
Legile de compoziÆie definite pânå acum sunt aplicaÆii de forma:

ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) ∈ M,
unde M este o mulÆime nevidå. Aceste aplicaÆii se mai numesc legi de compoziÆie interne.

Vom sublinia proprietatea unei legi de compoziÆie internå ϕ care este definitå pe M × M
cu valori în M astfel încât compusul a douå elemente x, y ∈ M este de asemenea un
element din M, deci ϕ(x, y) ∈ M.

EXEMPLE
1. Fie M = (–1, ∞) pe care definim aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) = x & y,

unde x & y =
def.

 xy + x + y.
Så dovedim cå legea „&“ este o lege de compoziÆie internå.
Så dovedim cå oricare ar fi x, y ∈ M, atunci x & y ∈ M. Putem scrie

x &  y = xy + x + y = xy + x + y + 1 – 1 = (x + 1)(y + 1) – 1.
Din condiÆia x, y ∈ (–1, ∞), deducem x > –1, y > –1, deci x + 1 > 0, y + 1 > 0, de unde

rezultå (x + 1)(y + 1) > 0, prin urmare (x + 1)(y + 1) – 1 > –1, deci x & y > –1, de unde
rezultå x & y ∈ (–1, ∞).
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2. Fie M = (–1, 1) pe care este definitå aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) = x & y,

unde x & y =
def.

 
+

+1
x y

xy
. Vom aråta cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie, cu alte cuvinte

vom aråta cå ≤ x, y ∈ (–1, 1) çi compusul x & y ∈ (–1, 1), deci –1 < 
+

+1
x y

xy
 < 1.

Aceastå condiÆie este echivalentå cu sistemul de inecuaÆii:

+− < +
 + <

+

1 ,
1

1
1

x y
xy

x y
xy

, echivalent cu sistemul 

+ + > +
 + − >

+

1 0
1

1 0
1

x y
xy
x y

xy

 sau 

+ + > +
 − − >

+

( 1)( 1)
0 (1)

1
( 1)( 1)

0 (2)
1

x y
xy

x y
xy

.

Din condiÆia x ∈ (–1, 1) rezultå –1 < x < 1 çi obÆinem –1 < x, deci x + 1 > 0, respectiv
x < 1, x – 1 < 0.

Analog pentru y ∈ (–1, 1) rezultå y + 1 > 0 çi y – 1 < 0 deci (x + 1)(y + 1) > 0 (1′) çi
(x – 1)(y – 1) > 0 (1′′).

Din x, y ∈ (–1, 1), deducem |x| < 1 çi |y| < 1, de unde rezultå|x||y| < 1 sau |xy| < 1,
deci –1 < xy < 1, adicå –1 < xy, 1 + xy > 0 (1′′′) çi obÆinem din (1′) çi (1′′′) respectiv (1′′)
çi (1′′′):

+ +
+

( 1)( 1)
1

x y
xy

 > 0 çi 
− −

+
( 1)( 1)

1
x y

xy
 > 0,

ceea ce demonstreazå cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie internå pe M = (–1, 1).

Exerciþii rezolvate

1. Fie M = [3, +∞) çi aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y) = x & y,

unde x & y =
def.

 + −2 2 9x y . Så demonstråm cå „&“ este o lege de compoziÆie internå.
Soluþie
Pentru orice x, y ∈ [3, +∞), rezultå x ≥ 3, y ≥ 3, deci x2 ≥ 9, y2 ≥ 9, de unde deducem

x2 + y2 ≥ 18 sau x2 + y2 – 9 ≥ 32, deci + −2 2 9x y  ≥ 3, ceea ce demonstrezå cå

x & y = + −2 2 9x y  ≥ 3, x & y ∈ [3, +∞).

2. Fie M2(Q) çi legea de compoziÆie: ϕ : M2(Q) × M2(Q) → M2(Q), (A, B) → AB.

Dacå H = {A ∈ M2(Q)  A =  
 
 
2 3

2
x y
y x , 4x2 – 3y2 = 1, x, y ∈ Q}, så se demonstreze

cå H este parte stabilå a lui M2(Q) în raport cu înmulÆirea matricelor.
Soluþie

Fie A1, A2 ∈ H, deci A1 =  
 
 

1 1

1 1

2 3
2

x y
y x , −2 2

1 14 3x y  = 1, x1, y1 ∈ Q, çi A2 =  
 
 

2 2

2 2

2 3
2

x y
y x ,

−2 2
2 24 3x y  = 1, x2, y2 ∈ Q. Rezultå:
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A1A2 =   
  
  

1 1 2 2

1 1 2 2

2 3 2 3
2 2

x y x y
y x y x  = 

+ + 
 + + 

1 2 1 2 1 2 2 1

2 1 1 2 1 2 1 2

4 3 6 6
2 2 3 4

x x y y x y x y
x y x y y y x x  =

= 
( )

( )
 + + 
 

+ + 
 

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2

32 2 3(2 2 )
2

3(2 2 ) 2 2
2

x x y y x y x y

x y x y x x y y
 =  

 
 
2 3

2
x y
y x , unde x, y ∈ Q.

Calculând 4x2 – 3y2 = 4 ( )+
2

1 2 1 2
32
2

x x y y  – 3(2x1y2 + 2x2y1)
2 =

= 4 ( )+ +2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

94 6
4

x x x x y y y y  – 3 ( )+ +2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 14 8 4x y x x y y x y  =

= + − −2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 116 9 12 12x x y y x y x y  = ( )−2 2 2

1 2 24 4 3x x y  – ( )−2 2 2
1 2 23 4 3y x y  =

= ( )( )− −2 2 2 2
1 1 2 24 3 4 3x y x y  = 1 $ 1 = 1,

rezultå cå H este parte stabilå pentru M2(Q) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor.

1.3. Tabla unei legi de compoziþie (tabla lui Cayley)

Fie M o mulÆime finitå M = {a1, a2, ..., an}. Legea de compoziÆie ϕ : M × M → M, poate
fi datå prin tabla operaÆiei ϕ, care constå dintr-un tabel cu n linii çi n coloane,
corespunzåtoare celor n elemente ale lui M. În tabla legii de compoziÆie ϕ conÆine la
intersecÆia liniei lui ai cu coloana lui aj elementul ϕ(ai, aj):

ϕ    a1  a2 ... aj ... an

a1

a2

§
ai ϕ(ai, aj)
§
an

EXEMPLE
1. Fie H = {1, ε, ε2}, ε2 + ε + 1 = 0, ε3 = 1, adicå mulÆimea rådåcinilor de ordinul trei

a unitåÆii. Avem H ⊂ C. Întocmind tabla înmulÆirii, legea de compoziÆie induså pe H de
înmulÆirea numerelor complexe obÆinem:

$      1    ε     ε2

1      1     ε     ε2

ε       ε    ε2    1

ε2      ε    1      ε2

Rezultå cå H este parte stabilå a lui C în raport cu operaÆia de înmulÆire.
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2. Fie H = {1, –1, i, –i} ⊂ C. OperaÆia induså de înmulÆirea numerelor complexe pe H

    $      1 –1    i    –i

   1     1 –1    i    –i

 –1     –1   1   –i     i

   i      i    –i   –1    1

 –i     –i     i    1   –1

ne aratå cå submulÆimea H a lui C este parte stabilå a lui C în raport cu operaÆia de
înmulÆire a numerelor complexe.

Efectuaþi în clasã

1 . Fie M = [3, +∞) çi ϕ : M × M → M, (xy) → ϕ(x, y) = x & y, unde x & y = xy – 3x – 3y + 12.
Så se arate cå „&“ este o lege de compoziÆie internå.

2 . Fie legea de compoziÆie ϕ : Z × Z → Z, (x, y) → ϕ(x, y), unde ϕ(x, y) = x &  y =
def.

 min (x, y)
çi H = {–5, –1, 0, 1}. Så se întocmeascå tabla operaÆiei induse pe H de legea „&“ çi så
se arate cå H este parte stabilå a lui Z în raport cu legea „&“.

Temã
1 . Fie mulÆimea numerelor complexe C = {z  z = x + iy, x, y ∈ R} çi operaÆia de înmulÆire:

ϕ : C × C → C, (z1, z2) → ϕ(z1, z2) = z1z2. Dacå H = Z[i] = {z  z = x + iy, x, y ∈ Z}.
Så se arate cå H este parte stabilå a lui C în raport cu operaÆia de înmulÆire.

2 . Fie M = (1, +∞) ⊂ R çi legea de compoziÆie ϕ : R → R, (x, y) → x & y,

unde x & y =
def.

 xy + x + y + 2. Så se demonstreze cå H = M este parte stabilå
pentru mulÆimea Z în raport cu legea „&“.

3 . Fie M = (–1, 1) çi aplicaÆia ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y), unde ϕ(x, y) = x & y =
def.

 
−

−1
x y

xy
.

Så se demonstreze cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie internå.

4 . Fie aplicaÆia: ϕ : Z × Z → Z, (x, y) → ϕ(x, y), ϕ(x, y) = x & y =
def.

 max (x, y).
Så se arate cå H = {0, 1, 2, 3} ⊂ Z este parte stabilå în raport cu legea „&“.

5 . Fie M3(R) çi operaÆia: M3(R) × M3(R) → M3(R), (A, B) → AB. Consideråm submulÆimea

H = {A(x)  A(x) = 
 
 
 
 

0
0 0 0

0

x x

x x
, x ∈ R}, så se arate cå H este parte stabilå pentru

M3(R) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor.
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6 . În mulÆimea numerelor naturale nenule consideråm legea de compoziÆie: ϕ : N* × N* → N*,

(a, b) → ϕ(a, b), unde ϕ(x, y) = x & y =
def.

 c.m.m.d.c.(a, b). Dacå vom considera

submulÆimea lui N*, H = {x ∈ N*  x divide 15}, så se arate cå H este parte stabilå a lui
N* în raport cu legea „&“.

7 . Fie legea ϕ : R × R → R, (x, y) → ϕ(x, y), unde ϕ(x, y) = x & y =
def.

 xy – 2(x + y) + 6.
Så se demonstreze cå H = (1, 3) este parte stabilå a lui R în raport cu legea „&“.

8 . Fie ϕ : M3(R) × M3(R) → M3(R), (A, B) → AB. Considerând matricea A = 
 
 −
 − 

0 1 0
0 0 1
1 0 0

çi mulÆimea H = {An  n ∈ N*} ⊂ M3(R) så se arate cå H este parte stabilå a mulÆimii
matricelor M3(R) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor çi så se întocmeascå
tabela operaÆiei pentru H.

9 . Fie matricea Aα = 
α α 

 − α α 
cos sin
sin cos , α ∈ R. Så se demonstreze cå submulÆimea

H = {Aα  α ∈ R} ⊂ M2(R) este parte stabilå a lui M2(R) în raport cu operaÆia de
înmulÆire a matricelor.

10. Fie H = {a ∈ N  a divide 12}. AråtaÆi cå H este o parte stabilå a lui N în raport cu

legile de compoziÆie: a ⊥ b =
def.

 c.m.m.d.c.(a, b), a º b =
def.

 c.m.m.m.c.(a, b), a, b ∈ N.

AlcåtuiÆi tablele legilor induse.

1.4. Proprietãþi ale operaþiilor algebrice

În definiÆia unei operaÆii algebrice (a unei legi de compoziÆie):
ϕ : M × M → M, (x, y) → ϕ(x, y)

a fost impuså o singurå restricÆie çi anume: prin legea ϕ, oricåror douå elemente x, y ∈ M
cu alte cuvinte oricãrei perechi ordonate (x, y) ∈ M × M îi corespunde un singur
element ϕ(x, y) din M çi numai unul.

Natura elementelor mulÆimii M çi modul cum acÆioneazå legea de compoziÆie nu au
importanÆå în definiÆia legii de compoziÆie.

Studiul legilor de compoziÆie, care se bazeazå numai pe definiÆie, nu conduce la
obÆinerea unor rezultate deosebite. Din analiza legilor de compoziÆie se deduc proprietåÆi
comune care se regåsesc în exemplele concrete studiate.

În cele ce urmeazå, vom studia în cazul general proprietåÆi ale unei legi de compoziÆie,
cum ar fi, de exemplu, cele care au fost întâlnite la operaÆiile definite pe mulÆimea numerelor
complexe, adunarea sau înmulÆirea:

a) asociativitate;
b) element neutru;
c) elemente simetrizabile;
d) comutativitate.
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1.4.1. Asociativitatea

Definþie
O lege de compoziÆie

&: M × M → M, (x, y) → x & y,
se numeçte asociativå dacå:

(x & y) &z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ M.

Vom preciza cå mulÆimea M este o mulÆime nevidå, care este dotatå cu legea de
compoziÆie „&“.

Utilizarea parantezelor în definiÆia asociativitåÆii pentru prima parte a egalitåÆii în expresia:
(x & y) & z

impune procedura de calcul: se determinå compusul lui x cu y çi apoi compusul elementului
(x & y) cu z în aceastå ordine. Pentru expresia:

x & (y & z)
procedura de calcul este: se determinå compusul lui y cu z çi apoi compusul elementului
x cu elementul (y & z), în aceastå ordine.

Vom preciza cå în cazul în care legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå:
M × M → M, (x, y) → x + y,

proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
(x + y) + z = x + (y + z), ≤ x, y, z ∈ M.

Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie multiplicativå:
M × M → M, (x, y) → xy,

proprietatea de asociativitate se scrie astfel:
(xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ M.

EXEMPLE
1. Fie M una dintre mulÆimile de numere N, Z, Q, R, C.
OperaÆia de adunare:
+ : M × M → M, (x, y) → x + y,
este asociativå: (x + y) + z = x + (y + z), ≤ x, y, z ∈M.
De asemenea, operaÆia de înmulÆire:
$ : M × M → M, (x, y) → x $ y = xy, este asociativå:
(xy)z = x(yz), ≤ x, y, z ∈ M.

2. Fie mulÆimea M = (2, +∞). Se defineçte aplicaÆia: & : M × M → M, (x, y) → x & y,
 unde x & y =

def.
 xy – 2x – 2y + 6.

Så dovedim cå este o lege de compoziÆie internå asociativå.
Putem scrie x & y = (x – 2)(y – 2) + 2. Din condiÆia x, y ∈ M, rezultå x > 2 çi y > 2, deci

x – 2 > 0, y – 2 > 0, deci (x – 2)(y – 2) > 0, de unde deducem (x – 2)(y – 2) + 2 > 2, deci
x & y ∈ M.

Pentru a stabili dacå „&“ este asociativå (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ M, vom calcula:
(x & y) & z = [(x – 2)(y – 2) + 2] & z = [(x – 2)(y – 2) + 2 – 2](z – 2) + 2 =

= (x – 2)(y – 2)(z – 2) + 2
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çi x & (y & z) = x & [(y – 2)(z – 2) + 2] =
= (x – 2)[(y – 2)(z – 2) + 2 – 2] + 2 = (x – 2)(y – 2)(z – 2) + 2.

Astfel am dovedit cå legea de compoziÆie „&“ este asociativå.

3. Fie M = (–1, 1) çi aplicaÆia :  M × M → M, (x, y) → x & y, unde x & y =
def.

 
+

+1
x y

xy
.

Am demonstrat cå este o lege de compoziÆie internå. Så verificåm cå aceastå lege este asociativå.

Avem: (x & y) & z = 
+

+1
x y

xy
 & z = 

+ +
+

+
+ ⋅+

1

1
1

x y
z

xy
x y

z
xy

 = 
+ + +

+ + +1
x y z xyz

xy yz zx
.

3 . Fie mulÆimea M = (0, ∞) ⊂ R çi aplicaÆia M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 
+
2

x y

(este definiÆia mediei aritmetice a douå numere: marit. = 
+
2

x y
, x, y ∈ R+

* ).

Analog: x & (y & z) = x & 
+

+1
y z

yz
 = 

++
+

+
+ ⋅ +

1

1
1

y z
x

yz
y z

x
yz

 = 
1
x y z xyz

xy yz zx
+ + +

+ + +
,

ceea ce probeazå proprietatea de asociativitate.

4. Fie mulÆimea M = (0, +∞) ⊂ R çi aplicaÆia M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy .

AplicaÆia este o lege de compoziÆie internå; din condiÆia x, y ∈ M rezultå x & y  = xy  ∈ M.
Studiind proprietatea de asociativitate, deducem:

(x & y) & z = xy  & z = ⋅xy z  = 2xyz  = 24 xyz , respectiv

x & (y & z) = x & yz  = x yz  = 2x yz  = 24 x yz ,

ceea ce dovedeçte cå legea de compoziÆie „&“ nu este asociativå (legea studiatå
reprezintå media geometricå çi rezultå cå nu este asociativå).

5. Un exemplu de lege de compoziÆie asociativå este produsul matricelor.
Fie M = M2(C) × M2(C) → M2(C), (A, B) → AB. Se çtie cå este verificatå proprietatea
de asociativitate: (AB) $ C = A $ (BC), ≤ A, B, C ∈ M2(C).

Efectuaþi în clasã
1 . Fie M = (3, +∞) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y, unde x &  y =

def.
 xy – 3x – 3y + 12.

a) AråtaÆi cå aplicaÆia „&“ este o lege de compoziÆie internå.
b) VerificaÆi cå este satisfåcutå proprietatea de asociativitate.

2 . Fie A, B, C ∈ M2(R), A = 
− 

 
 
1 1
2 1 , B = 

− 
 
 

1 0
1 2 , C =  

 − 
1 1
1 1 . AråtaÆi cå este verificatå

proprietatea de asociativitate pentru operaÆia de adunare çi operaÆia de înmulÆire a
matricelor: (A + B) + C = A + (B + C) çi (AB) $ C = A $ (BC).

AråtaÆi cå nu este verificatå proprietatea de asociativitate.
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Temã
1 . Fie M = 2Z mulÆimea numerelor întregi pare. Så se demonstreze cå operaÆiile de

adunare çi de înmulÆire:
+ : 2Z × 2Z → 2Z, (x, y) → x + y      çi $ : 2Z × 2Z → 2Z, (x, y) → xy
sunt legi de compoziÆie asociative.

2 . Fie M = 2Z + 1 mulÆimea numerelor întregi impare.
Så se demonstreze cå operaÆia de înmulÆire $ : M × M → M, (x, y) → xy, este asociativå,
dar operaÆia de adunare nu este o lege de compoziÆie internå, deci + : M × M → M,
(x, y) → x + y, deci nu este asociativå.

3 . Fie M = (1, 2) ⊂ R çi legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy – x – y
+ 2. Så se arate cå M este o parte stabilå a lui R în raport cu legea „&“ çi apoi så se
verifice cå legea induså pe M este asociativå.

4 . Fie M = (–1, 1) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y ) → x & y =
def.

 
1
x y

xy
+

+
.

Så se verifice dacå „&“ este o lege de compoziÆie internå çi apoi så se verifice
asociativitatea.

5 . Fie M = R \ (–1, 1) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y, unde

x & y =
def.

 − − +2 2 2 2 2x y x y  este o lege de compoziÆie internå. Så se arate cå
aceastå lege induce pe mulÆimea (1, +∞) o lege de compoziÆie asociativå.

6 . Fie H = {A =  
 
 

x y
y x   x, y ∈ R, det A = 1} ⊂ M2(R). Så se arate cå aplicaÆia $ : H × H → H,

(A, B) → A $ B 
not

=  AB este o lege de compoziÆie internå (H este o parte stabilå a lui
M2(R) în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor) asociativå.

7 . Fie M = Z mulÆimea numerelor întregi çi legea

) : Z × Z → Z, (x, y) → x ) y =
def.

 x + y – xy numitå compunerea circularå.
Så se arate cå legea de compoziÆie „)“ este asociativå.

8 . Fie M = [–1, +∞) ⊂ R çi legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 x + y + xy.
Så se arate cå M este o parte stabilå a lui R în raport cu legea „&“ çi este asociativå.

9 . Fie M = R çi legea de compoziÆie & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 mx + y, m ∈ R.
Så se determine parametrul m astfel încât legea de compoziÆie så fie asociativå.

10. Fie M = R çi legea: M × M → M, (x, y) → x ) y = ax + by – 1.

Så se determine a, b astfel încât legea „)“ så fie asociativå.
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1.4.2. Elementul neutru
Dacå M este una dintre mulÆimile N, Z, Q, R, C, atunci numerele 0 çi 1 au proprietåÆile

cunoscute:                          0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ M,
respectiv                                      1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ M.

De asemenea, am våzut cå pentru M = M2(R), elementele O2 =  
 
 
0 0
0 0  çi I2 =  

 
 
1 0
0 1 ,

pentru operaÆiile de adunare çi înmulÆire a matricelor satisfac proprietåÆile:
O2 + A = A + O2 = A, ≤ A ∈ M2(R),

I2 $ A = A $ I2 = A, ≤ A ∈ M2(R).
Aceastå proprietate va fi studiatå în cazul general.

Definiþie
Un element e ∈ M se numeçte element neutru pentru o lege de compoziÆie

& : M × M → M, (x, y) → x & y,
dacå e & x = x & e = x, ≤ x ∈ M.

Este foarte important rezultatul dat în urmåtoarea teoremå referitor la unicitatea
elementului neutru.

Teoremã
Dacå o lege de compoziÆie are element neutru, atunci acesta este unic.

Demonstraþie
Presupunem cå legea de compoziÆie M × M → M, (x, y) → x & y admite douå elemente

neutre e çi e′. Avem: e & e′ = e′ & e = e′ pentru cå e este element neutru. De asemenea,
e′ & e = e & e′ = e, pentru cå çi e′ este element neutru. Din aceste egalitåÆi rezultå e′ = e,
ceea ce demonstreazå cå, în cazul în care existå element neutru, el este unic determinat.

Observaþii:
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå, elementul neutru se noteazå de

regulå cu 0 çi se numeçte elementul zero. Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie
multiplicativå, elementul neutru se noteazå cu 1 çi se numeçte element unitate. Avem:

0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ M,
respectiv 1 $ x = x $ 1 = x, ≤ x ∈ M.

EXEMPLE
1. Fie H = {1, ε, ε2}, ε2 + ε + 1 = 0, ε3 = 1 çi operaÆia induså de înmulÆirea numerelor

complexe. Din tabela înmulÆirii pe H, rezultå:

 $     1    ε    ε2

1     1    ε ε2

ε     ε    ε2   1

ε2    ε2  1     ε
Deducem cå elementul neutru este e = 1.
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2. Fie legea de compoziÆie: Z × Z → Z, (x, y) → x ) y =
def.

 x + y – xy. Aceastå lege de
compoziÆie admite element neutru. Dacå e ∈ Z este element neutru: e ) x = x ) e = x, ≤ x ∈ Z.
Putem scrie x = e ) x = e + x – ex, ≤ x ∈ Z, de unde rezultå e – ex = 0 sau e(1 – x) = 0.
Aceastå relaÆie este satisfåcutå ≤ x ∈ Z dacå e = 0. În acest caz avem x ) 0 = x + 0 – x $ 0 = x,
deci elementul neutru este e = 0.

Exerciþii rezolvate

1. Fie mulÆimea M = R çi legea de compoziÆie R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy – x – y + 2. Så
se studieze existenÆa elementului neutru.
Soluþie
Notând cu e elementul neutru, avem: e & x = x & e = x, ≤ x ∈ R. Din x = e & x, deducem
x = ex – e – x + 2 sau 2x – 2 – e(x – 1) = 0, (2 – e)(x – 1) = 0, ≤ x ∈ R, deci 2 – e = 0,
e = 2. Avem x & e = x & 2 = x $ 2 – x – 2 + 2 = x, ≤ x ∈ R.

2. Fie H = C \ {i} ⊂ C çi legea: C × C → C, (z1, z2) → z1 º z2 =
def.

 z1z2 – i(z1 + z2) + i – 1. Så
se arate cå H este o parte stabilå a lui C în raport cu legea de compoziÆie induså çi cå
aceastå lege este asociativå çi admite element neutru.

Soluþie
Legea de compoziÆie „º“ poate fi scriså sub forma: z1 º z2 = (z1 – i)(z2 – i) + i.
Din condiÆia z1, z2 ∈ C \ {i} rezultå z1 ≠ i, z2 ≠ i, de unde deducem z1 – i ≠ 0 çi z2 – i ≠ 0,
deci (z1 – i)(z2 – i) ≠ 0 çi avem z1 º z2 = (z1 – i)(z2 – i) + i ≠ i, z1 º z2 ∈ H.
Pentru a studia asociativitatea: (z1 º z2) º z3 = z1 º (z2 º z3), ≤ z1, z2, z3 ∈ H, avem:
(z1 º z2) º z3 = [(z1 – i)(z2 – i) + i] º z2 = [(z1 – i)(z2 – i) + i – i](z3 – i) + i =

= (z1 – i)(z2 – i)(z3 – i) + i.
Analog z1 º (z2 º z3) = z1 º [(z2 – i)(z3 – i) + i] =

= (z1 – i)[(z2 – i)(z3 – i) + i – i] + i = (z1 – i)(z2 – i)(z3 – i) + 1,
deci rezultå cå legea „º“ este asociativå.
Pentru elementul neutru pe care îl vom nota cu e avem: e º z = z º e = z, ≤ z ∈ C \ {i}.
Din egalitatea z = e º z, rezultå z = (e – i)(z – i) + i, çi putem scrie: z – i – (e – i)(z – i) = 0,
(z – i)(1 – e + i) = 0, ≤ z ∈ C \ {i}; deducem e = 1 + i. De asemenea, avem:
z º e = (z – i)(e – i) + i = (z – i)(1 + i – i) + i = z – i + i = z, ≤ z ∈ C \ {i}.

3. Fie mulÆimea M = ( 3 , +∞) dotatå cu legea de compoziÆie: M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 xy – (x + y) 3  + 3 + 3 . Så se arate cå legea „&“ admite element neutru.
Soluþie
Dacå notåm cu e elementul neutru, e & x = x & e = x, ≤ x ∈ M, din egalitatea x = e & x re-

zultå: x = ex – (e + x) 3  + 3 + 3 , x – 3  = (e – 3 )(x – 3 ), (x – 3 )(e – 3  – 1) = 0,

≤ x ∈ M, de unde rezultå: e = 1 + 3 . Efectuând calculele, rezultå

x & e = (x – 3 )(e – 3 ) + 3  = (x – 3 )(1 + 3  – 3 ) + 3  =

= x – 3  + 3  = x, ≤ x ∈ M.
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4. Fie M = 2Z çi legea induså pe M de adunarea çi înmuÆirea numerelor întregi. Så se
arate cå legea de compoziÆie induså pe mulÆimea 2m în raport cu adunarea admite
element neutru, dar nu admite element neutru în raport cu operaÆia de înmulÆire.
Soluþie
Fie e+ elementul neutru în raport cu operaÆia de adunare: e+ + x = x + e+ = x, ≤ x ∈ 2Z.
Avem e+ = 0 = 2 $ 0, astfel încât 0 + x = x + 0 = x, ≤ x ∈ 2m.
Pentru înmulÆire: e$ $ x = x $ e$ = x, ≤ x ∈ 2m, avem e$ $ x = x, deci (e$ – 1)x = 0, ≤ x ∈ 2Z,
de unde rezultå e$ = 1, dar 1 ∉ 2m.

E fectua þi  în  c la s ã

1 . Fie M = 2Z + 1 mulÆimea numerelor întregi impare çi operaÆiile:
+ : Z × Z → Z, (x, y) → x + y     çi      $ : Z × Z → Z, (x, y) → xy.
AråtaÆi cå legea de compoziÆie induså pe 2Z + 1 de adunarea numerelor întregi nu
admite element neutru, dar legea de compoziÆie induså pe 2Z + 1 de înmulÆirea
numerelor întregi, admite element neutru.

2 . Fie mulÆimea M = (2, +∞) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 (x – 2)(y – 2) + 2.
AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå care admite element neutru.

3 . Fie H = {–1, 1, –i, i} ⊂ C. Så se întocmeascå tabla înmulÆirii pe H, induså de înmulÆirea
numerelor complexe çi så se determine elementul neutru.

Temã
1 . Fie mulÆimea M = (–2, +∞) çi legea de compoziÆie & : M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 xy + 2x + 2y +2. AråtaÆi cå legea „&“ admite element neutru.

2 . Fie M = (–1, 1) çi legea de compoziÆie & : M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 
+

+1
x y

xy
. DeterminaÆi elementul neutru al legii „&“.

3 . Fie M = [5, 7] çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy – 6x – 6y + 42.
AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie cu element neutru.

4 . Fie mulÆimea M = C \ {–i} çi legea de compoziÆie & : M × M → M,

(z1, z2) → z1 & z2 =
def.

 z1z2 + i(z1 + z2) – 1 – i.

Så se arate cå legea „&“ admite element neutru.

5 . Fie M = [–2, +∞) çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 3xy + 6(x + y) + 10.
AråtaÆi cå „&“ este lege de compoziÆie internå çi admite element neutru.

6 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie „&“ prin: R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy – x – y – 2.
CercetaÆi existenÆa elementului neutru.
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  7. Pe Q se considerå legea de compoziÆie & : Q × Q → Q, (x, y) → x & y =
def.

 x + y – 1
2

xy.

AråtaÆi cå M = Q \ {2} este o parte stabilå a lui Q în raport cu legea de compoziÆie „&“
çi determinaÆi elementul neutru.

  8. Se defineçte pe C legea de compoziÆie „&“ prin relaÆia: z1 & z2 = (1 – i)z1z2, ≤ z1, z2 ∈ C,

i = −1 . Så se gåseascå elementul neutru.

  9. Pe Z se defineçte legea de compoziÆie „&“ astfel: x & y = xy – 3(x + y) + 12, ≤ x, y ∈ Z.
Så se determine elementul neutru.

10. Pe mulÆimea G = (0, ∞) \ {1} se considerå legea de compoziÆie & : G × G → G,
(x, y) → x & y = eln x $ ln y. DeterminaÆi elementul neutru u ale legii „&“.

1.4.3. Elementele simetrizabile
Fie M o mulÆime nevidå, înzestratå cu o lege de compoziÆie M × M → M, (x, y) → x & y.
Pentru aceastå lege de compozÆie vom presupune cå este asociativå çi admite element

neutru, notat e.

Definiþie
Un element x ∈ M se numeçte simetrizabil în raport cu legea de compoziÆie „&“
(asociativå çi cu element neutru)

& : M × M → M, (x, y) → x & y
dacå existå x′ ∈ M astfel încât  x′ & x = x & x′ = e.

În cazul în care un element x ∈ M este simetrizabil în raport cu legea de compoziÆie
„&“, atunci simetricul x′ este unic.

Teoremã
Dacå x′ este simetricul elementului x, pentru legea de compoziÆie

& : M × M → M, (x, y) → x & y,
atunci x′ este unic.

Demonstraþie:
Dacå x′ çi x″ ar fi elemente simetrice al elementului x ∈ M, atunci:

x′ & x = x & x′ = e, x′ fiind simetric al elementului x ∈ M.
De asemenea, x″ & x = x & x″ = e, x″ fiind presupus element simetric al lui x ∈ M.
Putem scrie: x′ = x′ & e = x′ & (x & x″) = (x′ & x) & x″ = e & x″ = x″.

Observaþie:
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå, simetricul unui element x ∈ M se

noteazå cu –x çi se numeçte opusul lui x: (–x) + x = x + (–x) = 0.
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie multiplicativå, simetricul lui x în cazul în

care existå se noteazå cu x–1 çi se numeçte inversul lui x; x–1 $ x = x $ x–1 = 1.
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EXEMPLE
1. Fie M = Z çi operaÆia de adunare + : Z × Z → Z, (x, y) → x + y.
Orice element x este simetrizabil çi simetricul såu este –x, deci:

(–x) + x = x + (–x) = 0.
Pentru operaÆia de înmulÆire: Z × Z → Z, (x, y) → xy, singurele elemente simetrizabile,

(care admit elemente inverse) sunt –1 çi 1, deci 1–1 = 1, (–1)–1 = –1.

2. Fie M = (2, +∞) çi legea de compoziÆie:

& : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy – 2(x + y) + 6.
Determinãm elementele simetrizabile ale mulÆimii M în raport cu legea „&“.
Într-adevår „&“ este o lege de compoziÆie internå: x & y = (x – 2)(y – 2) + 2 > 2,

≤ x, y ∈ (2, +∞). Notând cu e elementul neutru avem: e & x = x & e = x, ≤ x ∈ M. Avem:
e & x = x, (e – 2)(x – 2) + 2 = x sau (e – 2)(x – 2) – (x – 2) = 0, (x – 2)(e – 3) = 0,
≤ x ∈ (2, +∞), de unde rezultå e = 3 ∈ M. Este verificatå çi condiÆia

x & e = x, x & e = x & 3 = (x – 2)(3 – 2) + 2 = x – 2 + 2 = x, ≤ x ∈ M.
Notåm cu x′ simetricul unui element x ∈ M. Avem: x′ & x = x & x′ = 3, e = 3, ≤ x ∈ M.

Din egalitatea x′ & x = 3, deducem: (x′ – 2)(x – 2) + 2 = 3, (x′ – 2)(x – 2) = 1, x′ – 2 = 
−
1

2x
,

x′ = 2 + 
−
1

2x
 ∈ M sau x′ = −

−
2 3

2
x
x

, ≤ x ∈ (2, +∞). Este verificatå çi egalitatea: x & x′ = 3.

Într-adevår: x & x′ = x & ( )+
−
12

2x
 = (x – 2) ( )+ −

−
12 2

2x
 + 2 = (x – 2) 1

2x −
 + 2 = 3.

Unele proprietåÆi remarcabile sunt prezentate în urmåtoarea teoremå:

Teoremã
Dacå x, y ∈ M sunt elemente simetrizabile în raport cu o lege de compoziÆie
& : M × M → M, (x, y) → x & y (asociativå çi cu element neutru),
atunci: x & y çi x′ sunt inversabile çi avem:

1. (x & y)′ = y′ & x′;
2. (x′)′ = x.

Demonstraþie:
Vom dovedi cå y′ & x′ este simetricul lui x & y. Avem:
(y′ & x′) & (x & y) = y′ & (x′ & (x & y)) = y′ & ((x′ & x) & y) = y′ & (e & y) = y′ & y = e.

Analog (x & y) & (y′ & x′) = x & (y & (y′ & x′)) = x & ((y & y′) & x′) = x & (e & x′) = x & x′ = e.
Rezultå cå elementul x & y este simetrizabil çi (x & y)′ = y′ & x′.
Pentru proprietatea (x′)′ = x, avem: x′ & x = x & x′ = e, deci x este simetricul lui x′, deci

(x′)′ = x.

Observaþii:
Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie aditivå, proprietåÆile prezentate în teorema

precedentå se transcriu astfel:
–(x + y) = (–y) + (–x), respectiv –(–x) = x.
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Dacå legea de compoziÆie este datå în notaÆie multiplicativå, avem:
(xy)–1 = y–1x–1, respectiv (x–1)–1 = x.

În cazul unei legi de compoziÆie notatå aditiv se face urmåtoarea convenÆie:

x – y =
def.

 x + (–y).

Exerciþiu rezolvat:

Fie mulÆimea M = {z = a – b 5   a, b ∈ Q, a2 – 5b2 = 1} dotatå cu legea:
$ : M × M → M, (z1, z2) → z1z2.

Så se demonstreze cå orice element z ∈ M este simetrizabil.
Soluþie
Fie z1, z2 ∈ M, deci z1 = a1 – b1 5 , z2 = a2 – b2 5 ; a1, b1, a2, b2 ∈ Q, −2 2

1 15a b  = 1,
−2 2

2 25a b  = 1.

Rezultå z1z2 = (a1 – b1 5 )(a2 – b2 5 ) = (a1a2 + 5b1b2) – (a1b2 + a2b1) 5 , unde
a1a2 + 5b1b2, a1b2 + a2b1 ∈ Q çi (a1a2 + 5b1b2)

2 – 5(a1b2 + a2b1)
2 = 2 2

1 2a a  + 10a1a2b1b2 +

+ 25 2 2
1 2b b  – 5 2 2

1 2a b  – 10a1b1a2b2 – 5 2 2
2 1a b  = 2 2

1 2a a  + 25 2 2
1 2b b  – 5 2 2

1 2a b  – 5 2 2
2 1a b  =

= −2 2 2
1 2 2( 5 )a a b  – −2 2 2

1 2 25 ( 5 )b a b  = − −2 2 2 2
1 1 2 2( 5 )( 5 )a b a b  = 1 $ 1 = 1,

deci este o lege de compoziÆie internå.
Se verificå cu uçurinÆå, proprietatea de asociativitate:

(z1z2)z3 = z1(z2z3), ≤ z1, z2, z3 ∈ M.
Cercetând existenÆa elementului neutru avem: e = e1 – e2 5 , astfel încât:

ez = ze = z, ≤ z ∈ M.
Din egalitatea: ez = z, rezultå pentru z = a – b 5 , (e1 – e2 5 )(a – b 5 ) = a – b 5 ;

(e1a + 5e2b) – (e1b + e2a) 5  = a – b 5 , deci:

{ + =
+ =

1 2

1 2

5e a e b a
e b e a b ,

de unde rezultå e1 = 1 çi e2 = 0, deci e = 1 – 0 $ 5  = 1, unde e1, e2 ∈ Q çi −2 2
1 25e e  = 1.

Pentru z = a – b 5  ∈ M, a, b ∈ Q, vrem så determinåm elementele simetrice ale lui x.

Notând z–1 = x – y 5 , x, y ∈ Q, elementul simetric a lui z, avem z–1 $ z = z $  z–1 = 1.
Din egalitatea: z–1 $ z = 1, rezultå (x – y 5 )(a – b 5 ) = 1, (xa + 5yb) – (xb + ya) 5  = 1

çi se obÆine sistemul:

{ + =
+ =

5 1
0

xa yb
xb ya    ( )5

⋅

⋅ −

a
b           

( )b
a

⋅ −

⋅

Adunând ecuaÆiile sistemului obÆinem ecuaÆia x(a2 – 5b2) = a, cu soluÆia  x = a;
rezultå çi y = –b. ObÆinem z–1 = a + b 5 , a, b ∈ Q, a2 – 5b2 = 1, de unde rezultå cå este

verificatå çi egalitatea zz–1 = 1:

z $ z–1 = (a – b 5 )(a + b 5 ) = a2 – 5b2 = 1.
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E fectua þi  în  c la s ã:

Fie mulÆimea M = (–2, +∞) çi aplicaÆia:

& : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 3xy + 6(x + y) + 10.

DemonstraÆi cå:
a) legea „&“ este o lege de compoziÆie internå;
b) legea „&“ este asociativå;
c) legea „&“ admite element neutru;
d) elementele mulÆimii M sunt simetrizabile.

Temã
1 . Fie H = {–1, 1, i, –i} ⊂ C. DemonstraÆi cå înmulÆirea numerelor complexe induce pe H

o lege de compoziÆie internå çi så se determine inversele elementelor lui H.

2 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie: R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 1
2

(1 + x + y – xy).

Så se arate cå legea este asociativå çi are element neutru. Care sunt elementele simetrizabile?

3 . Fie legea de compoziÆie: & : Q × Q → Q, (x, y) → x & y =
def.

 x + y – 2xy.
DeterminaÆi mulÆimea elementelor simetrizabile.

4 . Pe Z se defineçte legea de compoziÆie „&“ astfel: x & y = xy – 3(x + y) + 12, ≤ x, y ∈ Z.
Så se determine elementul neutru çi elementele care nu sunt simetrizabile.

5 . Pe mulÆimea M = ( )−∞ − 3,
2

 se defineçte legea de compoziÆie: x & y = 
+

+ +
4 3

4( 1)
xy

x y
.

DeterminaÆi elementul neutru çi elementele simetrizabile.

6 . Pe mulÆimea M = Z se defineçte legea de compoziÆie „&“ astfel:

& : M & M → M, (x, y) → x & y =
def.

 2xy – 3x – 3y + 6.
DeterminaÆi mulÆimea elementelor simetrizabile în raport cu „&“.

1.4.4. Comutativitatea
ProprietåÆile studiate pânå acum pentru o lege de compoziÆie def initå pe o mulÆime

nevidå au fost fåcute cu restricÆia pentru compusul a douå elemente x çi y, care este
primul element çi respectiv al doilea element.

O importanÆå deosebitå au legile de compoziÆie pentru care compusul a douå elemente
oarecare este independent de ordinea în care se face compunerea acestora.

Definiþie
O lege de compoziÆie

& : M × M → M, (x, y) → x & y
se numeçte comutativå, dacå

x & y = y & x, ≤ x, y ∈ M.
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EXEMPLE

1 . Dacå M este una dintre N, Z, Q, R, C operaÆiile de adunare çi înmulÆire sunt comutative:
x + y = y + x, ≤ x, y ∈ M, xy = yx, ≤ x, y ∈ M.

2 . OperaÆia de înmulÆire a numerelor complexe $  : C × C → C → (z1, z2) → z2z2

induce pe mulÆimea H = {1, ε, ε2} ⊂ C, ε2 + ε + 1 = 0, parte stabilå a lui C, o operaÆie

) : Z × Z → Z, (x, y) → x ) y =
def.

 x + y – xy
numitå compunerea circularå. AråtaÆi ca legea „)“ este asociativå çi comutativå.

2 . Fie M = (–∞, 1) dotatå cu aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 
−

+ −
2

3
xy

x y
.

3 . Fie M = 
+ 

 − − 
4 2

7 4
x y y

y x y   x, y ∈ R, x2 – 2y2 = 1} ⊂ M2(R).

3 . Fie mulÆimea M = (2, +∞) dotatå cu legea de compoziÆie & : M × M → M,

(x, y) → x & y =
def.

 xy – 3x – 3y + 12. AråtaÆi cå legea „&“ este comutativå.

3 . Fie M = (3, 5) dotatå cu aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 xy – 4(x + y) + 20.
AråtaÆi cå „&“ este o lege de compoziÆie internå comutativå.

4 . Fie M = M2(C) çi A, B ∈ M2(C), A =  
 − 

1 2
1 1 , B = 

1 2
1 2

− − 
 − 

, verificaÆi cå AB ≠ BA.

5 . Fie M = R çi legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y = 2x + 3y.
AråtaÆi cå legea „&“ nu este comutativå.

Temã
1 . Pe mulÆimea Z a numerelor întregi se defineçte legea de compoziÆie:

DemonstraÆi cå este o lege de compoziÆie comutativå.

comutativå. Din tabla înmulÆirii
deducem cå legea de compoziÆie
induså este comutativå, tabla
fiind simetricå faÆå de diagonala
principalå.

    $    1     ε     ε2

  1   1     ε    ε2

ε    ε     ε2   1
ε2   ε2   1   ε

(x, y) → x & y =
def.

 xy – 2x – 2y + 6. Legea de compoziÆie „&“ este comutativå: x & y = y & x,
≤ x, y∈ M. Avem x & y = xy – 2x – 2y + 6 = yx – 2y + 6 = y & x, ≤ x, y ∈ M.

Så observåm ca legea de compoziÆie „&“ este simetricå în x çi y ceea ce pune în evidenÆå
faptul ca legea de compoziÆie este comutativå.

E fectua þi  în  c la s ã
1 . AråtaÆi cå operaÆia de adunare a numerelor întregi pare + : 2Z × 2Z → 2Z, (x, y) → x + y

este comutativå.

2 . Fie mulÆimea M = (3, +∞) dotatå cu legea de compoziÆie & : M × M → M,

Så se demonstreze cå operaÆia de înmulÆire induså pe mulÆimea M este comutativå.

http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22


25

Capitolul 1. Grupuri

4 . Fie M =  
( )

− −   = ∈  − −   

*2 1
,

2 1 2 1
Rx

x x
A x

x x
 çi legea de compoziÆie $  : M × M → M,

A

1. Fie mulÆimea M = m çi legea de com-
poziÆie & : m   D m « m, (x, y) «  x &  y,

(1p)
(1p)

(1p)
(1p)

unde: 2
def

x y x y= + −& .
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea „&“ este comutativå.

2. Fie mulÆimea M = (0, + ∞) ¾ {1} çi
legea de compoziÆie & : M   D M « M,
(x, y) «  x &  y, unde:   x &  y = x5lny.
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea este comutativå.

(2p)
(1p)

(1p)
(1p)

(Ax, Ay) → AxAy. Så se demonstreze cå legea de compoziÆie induså de înmulÆirea
matricelor este o lege comutativå.

5 . Fie mulÆimea M = (0, +∞) – {1} çi aplicaÆia & : M × M → M, (x, y) → x & y =
def.

 
3ln yx . Så

se demonstreze cå este o lege de compoziÆie internå, comutativå.

6 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy + ax + by.
Så se determine a çi b astfel încât legea så fie asociativå çi comutativå.

7 . Pe R se defineçte legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 xy + 2ax + by.
Så se determine a, b ∈ R astfel încât legea de compoziÆie „&“ så fie comutativå çi asociativå.

8 . Pe mulÆimea R se considerå legea de compoziÆie „&“: R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

= (1 – a)x + ay – a. Så se determine a astfel încât legea „&“ så fie comutativå.

9 . Fie legea & : R × R → R, (x, y) → x & y =
def.

 2xy + ax + by. Så se determine a, b ∈ R
astfel încât legea de compoziÆie „&“ så fie comutativå çi asociativå.

10. Pe mulÆimea M = (1, +∞) se considerå operaÆia x & y = 1 + (x – 1)lg (y – 1). Så se arate cå:
a) legea „&“ este o lege de compoziÆie pe M; b) legea „&“ este asociativå;
c) legea „&“ este comutativå.

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor
B

1. Fie mulÆimea M = m   çi legea de com-
poziÆie & : m   D m « m, (x, y) «  x &  y,

unde: 3
def

x y x y= + −& .
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea este comutativå.

2. Fie mulÆimea M = (0, + ∞) ¾ {1} çi
legea de compoziÆie & : M   D M « M,
(x, y) «  x &  y, unde:  x &  y = x7lny.
Så se demonstreze cå legea „&“ :
a) este asociativå;
b) admite element neutru;
c) elementele mulÆimii sunt

simetrizabile;
d) legea este comutativå.

(2p)
(1p)

(1p)
(1p)

(1p)
(1p)

(1p)
(1p)

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare variantå. Se acordå 1 punct din oficiu.
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2. Grup, exemple: grupuri numerice, grupuri
de matrice, grupuri de permutãri, mn

2.1. Definiþii ºi exemple

Definiþie
O mulÆime nevidå M este monoid în raport cu o lege de compoziÆie „&“ definitå

pe M,   & : M × M → M, (x, y) → x & y, dacå sunt satisfåcute urmåtoarele axiome:
M1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ M;
M2. ∃ e ∈ M astfel încât e & x = x  & e = x, ≤ x ∈ M.

Monoidul va fi notat (M, &). Dacå, în plus, este satisfåcutå çi axioma:
M4. x & y = y & x = e, ≤ x, y ∈ M,

spunem cå monoidul este comutativ.

Una dintre structurile importante pe care le vom studia este structura de grup. Fie o
mulÆime nevidå pe care o vom nota cu G, dotatå cu o lege de compoziÆie.

Definiþie
Un cuplu (G, &) format dintr-o mulÆime nevidå G çi o lege de compoziÆie pe G,

& : G × G → G, (x, y) → x & y
se numeçte grup dacå sunt satisfåcute urmåtoarele axiome:

G1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ G;
G2. ∃ e ∈ G astfel încât e & x = x  & e = x, ≤ x ∈ G;
G3. ≤ x ∈ G, ∃ x′ ∈ G astfel încât x′ & x = x & x′ = e.

Ansamblul de condiÆii G1, G2, G3 poartå numele de axiomele grupului, unde G2 asigurå
existenÆa elementului neutru al grupului G. Elementul x′ a cårui existenÆå este asiguratå
de axioma G3 se numeçte simetricul lui x.

Dacå, în plus, este satisfåcutå çi axioma
G4. x& y = y & x, ≤ x, y ∈ G,

atunci (G, &) se numeçte grup abelian sau grup comutativ.

2.1.1. Grupuri numerice

EXEMPLE
1. Fie mulÆimea Z dotatå cu legea de compoziÆie

& : Z × Z → Z, (x, y) → x & y 
def.
=  x + y – 1.

Perechea (Z, &) este grup abelian.
Legea „&“ este o lege de compoziÆie internå: ≤ x, y ∈ Z, atunci x & y = x + y – 1 ∈ Z çi

este verificat ansamblul de axiome:
G1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ Z.
Avem (x & y) & z = (x + y – 1) & z = (x + y – 1) + z – 1 = x + y + z – 2, respectiv

x & (y & z) = x & (y + z – 1) = x + (y + z – 1) – 1 = x + y + z – 2.
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G2. ∃ e ∈ G astfel încât e & x = x & e = x, ≤ x ∈ G.
Din condiÆia e & x = x, rezultå e + x – 1 = x, deci e = 1 ∈ Z.
Este verificatå çi condiÆia x & e = x, x & 1 = x + 1 – 1 = x, ≤ x ∈ Z.
G3. ≤ x ∈ Z, ∃ x′ ∈ Z astfel încât x′ & x = x & x′ = e. Din condiÆia x′ & x = 1, rezultå

x′ + x – 1 = 1, deci x′ = 2 – x, x′ ∈ Z.
Este verificatå çi condiÆia x & x′ = 1;  x & x′ = x + (2 – x) – 1 = 1.
Rezultå (Z, &) este grup. În plus, este verificatå çi axioma:
G4. x & y = y & x, ≤ x, y ∈ Z. Avem: x & y = x + y – 1 = y + x – 1 = y & x, deci (G, &)

este grup abelian.

2. Fie G = (0, ∞) \ {1}. Aråtåm cå aplicaÆia & : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xln y este

o lege de compoziÆie pe G çi (G, &) este grup comutativ.
Legea „&“ este o lege de compoziÆie internå x, y ∈ G ⇒ ln y ∈ R*, deci xln y ∈ G çi

ansamblul de axiome din definiÆia grupului G1, G2, G3 se verificå.
G1. (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z ∈ G. Avem (x & y) & z = xln y & z = (xln y)ln z =

= xln y $ ln z, de unde rezultå (x & y) & z = x & (y & z), ≤ x, y, z.
G3. Pentru a nu se crea confuzia elementului neutru cu baza logaritmului natural, vom

nota elementul neutru cu e& çi avem: ∃ e& ∈ G astfel încât e& & x = x & e& = x, ≤ x ∈ G. Din

egalitatea e& & x = x, rezultå: ln xe&  = x çi deducem ln ln xe&  = ln x, ln x $ ln e& = ln x, deci

(ln e& – 1)ln x = 0, unde ln x ≠ 0 çi rezultå ln e& = 1, deci ln e& = ln e, e& = e, unde e = ( )1lim 1
n

n n→∞
+ .

Este verificatå çi egalitatea x & e& = x. Avem: x & e& = x & e = xln e = x1 = x, ≤ x ∈ G.
Rezultå cå (G, &) este grup.

În plus, este verificatå çi axioma:
G4. x & y = y & x, ≤ x, y ∈ G. Într-adevår, x & y = xln y = 

lnln yxe  = eln y $ ln x = 
lnln xye  =

= yln x = y & x, de unde rezultå cå (G, &) este grup abelian.

2.1.2. Grupuri de funcþii

EXEMPLU
Grupul lui Klein. Fie E = R × R çi K = {1E, u, v, w}, unde 1E, u, v, w sunt funcÆiile:

1E : E → E, 1E(x) = (x1, x2),
u : E → E, u(x) = (x1, –x2),
v : E → E, v(x) = (–x1, x2),
w : E → E, w(x) = (–x1, –x2),

oricare ar fi x ∈ (x1, x2) ∈ E = R × R.
SemnificaÆiile acestor funcÆii, dacå se

considerå un sistem de axe de coordonate
(x1Ox2) sunt: 1E(x) este funcÆia identicå; u(x)
este simetria faÆå de axa Ox2, v(x) este simetria
faÆå de axa Ox1, iar w(x) este simetria faÆå de
origine (fig. 1).

Fig .  1

O 1x

2x

1 2( ) ( , )v x x x= − 1 2( , )x x x=

1 2( ) ( , )w x x x= − − 1 2( ) ( , )u x x x= −
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Pentru orice x ∈ E, x = (x1, x2), dacå compunem douå funcÆii din K = {1E, u, v, w}, se
obÆine tot o funcÆie din K.

De exemplu:
(1E ) u)(x) = 1E(u(x)) = 1E(x1, –x2)) = (x1, –x2) = u(x),
(1E ) v)(x) = v(x), (1E ) w)(w) = w(x).
(u ) v)(x) = u(v(x)) = u((–x1, x2)) = (–x1, –x2) = w(x);
(v ) w)(x) = v(w(x)) = v((–x1, –x2)) = (x1, –x2) = u(x);
(w ) u)(x) = w(u(x)) = w((x1, –x2)) = (–x1, x2) = v(x);
(w ) w)(x) = w(w(x)) = w((–x1, –x2)) = (x1, x2) = 1E(x).

Dacå alcåtuim tabla operaÆiei induså pe K de compunerea funcÆiilor, obÆinem:

) 1E u v w

1E 1E u v w
u u 1E w v
v v w 1E u
w w v u 1E

Observaþie:
În cazul general al compunerii funcÆiilor sunt verificate axiomele:
M1. Asociativitatea: (f ) g) ) h = f ) (g ) h), ≤ f, g, h ∈ F.
M2. Element neutru: ∃ 1E ∈ F astfel încât 1E ) f = f ) 1E = f, ≤ f ∈ F.
Putem spune cå (F, )) este o structurå de monoid.

Pentru mulÆimea funcÆiilor K = {1E, u, v, w} sunt satisfåcute axiomele:
G1. (f ) g) ) h = f ) (g ) h), ≤ f, g, h ∈ K.
G2. ∃ 1E ∈ K astfel încât 1E ) f = f ) 1E = f, ≤ f ∈ K.
G3. ∃ f–1 ∈ K astfel încât f–1 ) f = f ) f–1 = 1E, ≤ f ∈ K.
Avem: 11E

−  = 1E, u
–1 = u, v–1 = v, w–1 = w.

În plus:
G4. f ) g = g ) f, ≤ f, g ∈ K.
Aceastå proprietate rezultå din observaÆia cå tabla operaÆiei lui K este simetricå în

raport cu diagonala principalå.
FuncÆiile 1E, u, v, w sunt bijective. Avem: 1E ) 1E = 1E, u ) u = 1E, v ) v = 1E, w ) w = 1E.
Açadar, (K, )) este grup, numit grupul lui Klein. Am constatat cå grupul lui Klein este

comutativ.

Efectuaþi în clasã
Fie mulÆimea G = (2, +∞) çi aplicaÆia:

& : G × G → G, (x, y) → x & y = xy – 2x – 2y + 6.
a) AråtaÆi  cå „&“ este o lege de compoziÆie internå.
b) AråtaÆi cå (G, )) este grup abelian.
c) CalculaÆi x & x & x çi apoi demonstraÆi cå

de  ori

...
n

x x x14243& & &  = (x – 2)n + 2.
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2.2. Reguli de calcul într-un grup
Proprietatea G3 a unui grup ne aratå cå orice element al unui grup este simetrizabil în

raport cu operaÆia acestuia. Rezultå cå un grup este un monoid în care este verificatå çi
axioma G3.

În continuare, vom preciza câteva proprietåÆi importante ale grupurilor.

2.2.1. Simplificarea la stânga ºi la dreapta într-un grup

Teoremã
Într-un grup (G, &) sunt adevårate regulile de simplificare la stânga çi la dreapta:

a & b = a & c  ⇒ b = c,
respectiv

b & a = c & a ⇒ b = c.

Demonstraþie
Fie a, b, c ∈ G astfel încât a & b = a & c çi a′ simetricul elementului a, deci a′ & a = a & a′ = e.

Avem: b = e & b = (a′ & a) & b = a′ & (a & b) = a′ & (a & c) = (a′ & a) & c = e & c = c.
În mod analog demonstråm çi pentru simplificarea la dreapta. Presupunem b & a = c & a.

Avem: b = b & e = b & (a & a′) = (b & a) & a′ = (c & a) & a′ = c & (a & a′) = c & e = c.

2.2.2. Ecuaþii într-un grup

Teoremã
Fie (G, &) un grup. Oricare ar fi a, b ∈ G ecuaÆiile

a & x = b çi y & a = b
au soluÆii unice în G, anume:

x = a′ & b, y = b & a′,
unde a′ este simetricul lui a.

Demonstraþie
Så aråtåm cå x = a′ & b este soluÆie a ecuaÆiei a & x = b, unde a′ este simetricul lui a,

a′ & a = a & a′ = e. Avem: a & x = a & (a′ & b) = (a & a′) & b = e & b = b.
Unicitatea. Dacå x1 çi x2 sunt soluÆii din G ale ecuaÆiei a & x = b, atunci a& x1 = b =

= a & x2, deci a & x1 = a & x2 çi conform regulii de simplificare la stânga obÆinem x1 = x2.
Rezultå cå ecuaÆia a & x = b admite soluÆie unicå în grupul (G, &).

Procedând analog çi pentru ecuaÆia y & a = b, deducem: Dacå y1 çi y2 sunt soluÆii din
G ale ecuaÆiei y & a = b, avem: y1 & a = b = y2 & a, de unde rezultå y1& a = y2 & a çi,
folosind regula de simplificare la dreapta, obÆinem y1 = y2. Açadar, ecuaÆia y & a = b are
cel mult o soluÆie în G. Aceastå soluÆie este y = b & a′.

Într-adevår, y & a = (b & a′) & a = b & (a′ & a) = b & e = b.
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2.3. Grupuri de permutãri

Pentru n g q*, considerând mulÆimea E = {1, 2, 3,..., n} çi aplicaÆiile bijective  f : E →
E, vom nota:

 ° e

π

σ
e e

e

e

e

e

e

π

π
π

π

π

π

π

β

β

β
β

β

β

β

β

α

α
α

α

α

α

α

α

γ

γ
γ

γ

γ

γ

γγ

σ

σ
σ

σ

σ

σ

σ

−  
= =  

 
1 1 2 3

1 2 3
e e ; −  

σ = π =  
 

1 1 2 3

3 1 2
; −  

π = σ =  
 

1 1 2 3

2 3 1
;

Întocmim tabela operaÆiei induse pe S3 de cåtre
compunerea funcÆiilor, numitå compunerea
permutårilor de trei obiecte.

Din analiza tablei compunerii permutårilor de
trei obiecte, rezultå cå „°” este o lege de compoziÆie
internå. Precizåm cå mulÆimea funcÆiilor în raport
cu operaÆia de compunere este asociativå. Pentru
S3, avem: 1E = e gS3, unde e este elementul neutru
çi din tabela compunerii rezultå cå orice element
din S3 este simetrizabil, anume:

( ) ( ) ( )
1 2 ...

1 2 ...

n
n

 
σ =  σ σ σ 

çi cu Sn mulÆimea acestor funcÆii bijective ale cårei elemente se numesc permutåri de gradul n.
Pentru oricare douå elemente σ, τ g S

1
 care sunt funcÆii, se defineçte operaÆia de

compunere definitå a funcÆiilor (σ ° τ)(k) = σ(τ(k)), k g {1, 2, ..., n}.
Pentru n = 3, E = {1, 2, 3}, elementele mulÆimii S3, în numår de 3! = 6, sunt:

 
= =  

 

1 2 3
1

1 2 3E e ,  
σ =  

 

1 2 3

2 3 1
,  

π =  
 

1 2 3

3 1 2

 
α =  

 

1 2 3

1 3 2
,  

β =  
 

1 2 3

3 2 1
,  

γ =  
 

1 2 3

2 1 3

çi avem mulÆimea S
3
 = {e, σ, π, α, β, γ}.

Elementele acestei mulÆimi fiind funcÆii bijective, prin compunerea a douå permutåri
se obÆine o funcÆie bijectivå.

EXEMPLU

Fie permutårile 
 

σ =  
 

1 2 3

2 3 1
 çi 

 
γ =  

 

1 2 3

2 1 3
. Calculåm (σ ° γ)(k), k g {1, 2, 3}.

Avem: (σ ° γ)(1) = σ(γ(1)) = σ(2) = 3 = β(1).
(σ ° γ)(2) = σ(γ(2)) = σ(1) = 2 = β(2).
(σ ° γ)(3) = σ(γ(3)) = σ(3) = 1 = β(3).

çi am obÆinut: 
 

σ γ = = β 
 

o
1 2 3

3 2 1
.

−  
α = α =  

 
1 1 2 3

1 3 2
; −  

β = β =  
 

1 1 2 3

1 3 2
; −  

γ = γ =  
 

1 1 2 3

2 1 3
.
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Fiind verificate axiomele G1, G2, G3 din definiÆia unui grup, rezultå cå (S3, °) este grup,
numit grupul permutårilor de trei obiecte sau grupul simetric de grad 3. Vom preciza
cå acest grup nu este comutativ. Din tabla operaÆiei lui S3 deducem, de exemplu, cå:

α π = γ ≠ β = π αo o ; π β = γ ≠ α = β πo o .
În general, dacå n > 1 çi E = {1, 2, 3,..., n}, atunci mulÆimea Sn a funcÆiilor bijective de

la E la E formeazå un grup în raport cu operaÆia de compunere a funcÆiilor, notatå „°”;
(Sn, °) se numeçte grupul permutårilor de n obiecte sau grupul simetric de grad n.

2.4. Grupuri de resturi modulo n (mn)

Pentru n gq* çi a g   m, conform definiÆiei împårÆirii cu rest rezultå cå existå q, r g    m unic
determinaÆi astfel încât:

a = nq + r, ≤ <0 r n .
Din relaÆia precedentå, deducem cå numårul r, unic determinat, este restul împårÆirii

lui a la n çi se mai noteazå:
r = a modn

numit çi redusul modulo n al lui a.
Resturile posibile ale împårÆirii numerelor întregi prin n gq* sunt:

0, 1, 2, ... r, ..., n − 1,
mulÆime notatå cu:

nn = {0, 1, 2, ..., n – 1}
OperaÆiile induse pe nn de cåtre adunarea çi înmulÆirea modulo n sunt:

I : nn × nn → nn, (a, b) → a I b ( )
def.

moda b n= + ;

⊕ 0 1 2

1
0

2

20 1
021
102

3
3

3
3

33 0 1 2

⊗ 0 1 2

1
0

2

00 0
310
200

3
0

2
2

03 3 2 1

⊕ 0 1 2

1
0

2

20 1
021
102

⊗ 0 1 2

1
0

2

00 0
210
120

Pentru n = 4, n4 = {0, 1, 2, 3}, tablele operaÆiilor
induse pe n4  de cåtre adunarea çi înmulÆirea modulo 4
sunt cele alåturate:

K : nn × nn → nn, (a, b) → a K b ( )
def.

modab n= .

Pentru n = 3, n3 = {0, 1, 2} tablele operaÆiilor
induse pe n3  de cåtre adunarea çi înmulÆirea modulo 3
sunt cele alåturate:

Analizând, pentru n = 4, n4 = {0, 1, 2, 3,} vom observa cå (n4, I)este o structurå de
grup abelian, unde sunt verificate axiomele G1, G2, G3, G4 çi:

e = 0; –0 = 0; –1 = 3; –2 = 2; –3 = 1.
Precizåm cå, în general, pentru n gq*, nn = {0, 1, 2,..., n – 1}, de unde rezultå cå

(nn, I) este o structurå de grup abelian, numit grupul resturilor modulo n.
Pentru a g m çi n gq* se definesc mulÆimile:
C0, C1,..., Cr,..., Cn – 1,  unde:

{ }0 mod 0C a a n= ∈ = =m? { }nh h n∈ =? m m ;
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{ }1 mod 1C a a n= ∈ = =m? { }1 1nh h n+ ∈ = +? m m ;
...

{ }modrC a a n r= ∈ = =m? { }nh r h n r+ ∈ = +? m m ;
...

{ }1 mod 1nC a a n n− = ∈ = − =m? { }1nh n h+ − ∈ =? m 1n n+ −m

çi se numesc clase de resturi modulo n.

Clasa de resturi modulo r se noteazå cu Cr sau r$ :

rr C n r= = +$ m , { }0,1,2,..., 1r n∈ − .

În acest fel, se obÆine mulÆimea claselor de resturi modulo n, notatå cu mn:

$ $ ·{ }0,1,2,..., 1n n= −$m

Pe mulÆimea mn a claselor de resturi modulo n, se definesc operaÆiile de adunare çi de înmulÆire:

+ : mn × mn → mn, 
$( ) $ ·def.

,a b a b a b→ + = ⊕$ $ ,      E : mn × mn → mn, 
$ µ( ) $ ·def.

,a b ab a b→ = ⊗$ .

Fie n = 4. Rezultå $ ${ }4 0,1,2,3= $ $m  çi tabla adunårii este alåturi.

+ 2

1
0

2

20 1
021
102

3

3
3

3
33 0 1 2

0 1^^^^

^^^^
^^^^
^^^^
^^^^

^
^
^
^

Analizând tabla adunårii claselor de resturi modulo 4, deducem cå
sunt verificate axiomele G1, G2, G3, G4 ale unui grup comutativ, unde:

$0e = , $ $0 0= , ¶1 3− = $ , ¶ $2 2− = , ¶3 1− = $ .
çi tabla adunårii este simetricå faÆå de diagonala principalå:

$ µ µ $x y y x+ = + , $ µ, nx y∀ ∈ m .

În general, pentru n g q* , $ $ ·{ }0,1,2,..., 1n n= −$m , avem cå ( ),n +m , este o structurå de

grup abelian, numit grupul claselor de resturi modulo n pentru operaÆia de adunare.

2.5. Grupuri de matrice

EXEMPLU

Fie mulÆimea 
cos sin

sin cos
M Aα

 α α  = = α ∈  − α α   
Z  çi operaÆia de înmulÆire a matricelor:

⋅ : M × M → M, (Aα, Bβ) → AαE Bβ.
Se verificå axiomele grupului G1, G2, G3 çi G4, deci (M, ⋅) este grup abelian.

Efectuaþi în clasã

1. Pentru n = 2, E2 = {1, 2} så se scrie permutårile lui S2 çi så se întocmeascå tabla compunerii.

2. Pentru n = 6, $ $ $ ${ }6 0,1,2,3,4,5= $ $m , så se întocmeascå tabla adunårii çi så se verifice cå

(m6, +) este o structurå de grup abelian.
ObservaÆie: StabiliÆi dacå (m, E) este o structurå de grup. JustificaÆi.
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Temã
1. Fie mulÆimea G = {        S  {3}, unde { este mulÆimea numerelor raÆionale çi legea de

compoziÆie & :  G × G → G, (x, y) → x & y, unde: 
def. 1

3
x y x y xy= + −& .

Så se demonstreze cå (G, &) este grup abelian.

2. Fie mulÆimea G = (2, +∞) S  {3}  çi aplicaÆia & : G × G → G, (x, y) → x & y, unde:

( ) ( )1def. ln 2
22 2yx y x −= − +& .

Så se demonstreze cå (G, &) este grup abelian.

3. Fie mulÆimea numerelor întregi, k g m  çi aplicaÆia & : m × m → m, (x, y) → x & y, unde:
def.

x y x y k y= + +& .
Så se determine k gm astfel încât (m, &) så fie o structurå de grup abelian.

4. Fie a, b gZ çi legea de compoziÆie & : Z × Z → Z, (x, y) → x & y, unde: x & y = ax + by.
Så se determine a, b gZ astfel încât (Z, &) så fie o structurå de grup abelian.

5. Fie mulÆimea G = (−2, +∞) çi legea de compoziÆie & : G × G → G, (x, y) → x & y, unde:
x & y = xy + 2(x + y) + 2.
Så se demonstreze cå (G, &) este o structurå de grup abelian.

6. Fie M = Z&         S  {−1, 1} çi funcÆiile fi : M → M,  i = 1, 2, 3, 4, unde:

( ) =1f x x , ( ) −
=

+2

1
1

x
f x

x
, ( ) = −3

1
f x

x
  çi ( ) +

= −
−4

1
1

x
f x

x
.

Considerând mulÆimea G =     {f1, f2, f3, f4} çi operaÆia de compunere a funcÆiilor, notatå
cu „°” så se demonstreze cå (G, °) este o structurå de grup comutativ.

7. Fie mulÆimea matricelor påtratice de ordinul doi 
−   = ∈ + ≠  

   

2 2, , 0
x y

M x y x y
y x

? Z .

Så se demonstreze cå mulÆimea M în raport cu operaÆia de înmulÆire a matricelor este
o structurå de grup.

8. Fie mulÆimea α

α − α   = = α ∈  α α   

cos sin

sin cos
M A ? Z  çi operaÆia de înmulÆire a matricelor

⋅ : M × M → M, (Aα, Bβ) → Aα ⋅ Bβ. DemonstraÆi cå (M, ⋅) este structurå de grup.

9. Fie mulÆimea matricelor påtratice de ordinul doi
  
  = ∈ − =      

2 2

2
, , 7 17

2

x y
M x y x y

y x
? { .

Så se demonstreze cå (M, ⋅) este o structurå de grup în raport cu operaÆia de înmulÆire
a matricelor.
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10. Fie mulÆimea 
  = − 
  

3 3
;

3 3
M Z¾  çi funcÆiile fi : M → M,  i = 1, 2, 3,  unde:

( ) =1f x x , ( ) +
=

−
2

3

1 3

x
f x

x
  çi ( ) −

=
+

3

3

1 3

x
f x

x
.

Notând G =     {f1, f2, f3} çi operaÆia de compunere a funcÆiilor cu „°” så se demonstreze
cå (G, °) este o strcturå de grup.

11. Fie mulÆimea G =      (−3, 3) çi legea de compoziÆie & : G × G → G, (x, y) → x & y, unde:

FuncÆia +→ *:f Z Z , f(x) = ex, este un morfism de grupuri.

CondiÆia  f (x + y) = f (x) ⋅ f (y), ≤ x, y g Z  este satisfåcutå:
f (x + y) = ex + y = ex ⋅ e y = f (x) ⋅ f (y), ≤ x, y g Z .

2. Considerând aceleaçi grupuri (Z, +) çi ( )* ,+ ⋅Z , funcÆia + →*:f Z Z , f (x) = logax,

cu a g(0, 1) N (1, +∞), este un morfism de grupuri.

CondiÆia f (x ⋅ y) = f (x) + f (y), ≤ x, y g *
+Z  este verificatå:

 f (x ⋅ y) = loga(x ⋅ y) = logax + logay = f (x) + f (y), ≤ x, y g *
+Z .

3. Fie grupul multiplicativ al numerelor reale, strict pozitive ( )* ,+ ⋅Z çi grupul (G, ⋅),

FuncÆia: + →*:f GZ , ( )  
=  

 

0

0

x
f x

x
 este un morfism de grupuri. Avem:

( )9

9

x y
x y

xy

+
=

+
& . Så se demonstreze cå (G, &) este o structurå de grup abelian.

3. Morfisme ºi izomorfisme de grupuri

Definiþie
Fie (G, &) çi (Γ, °) douå grupuri. O funcÆie

f : G → Γ
se numeçte morfism de grupuri dacå:

 f (x & y) = f (x) ° f (y), ≤ x, y g G.

EXEMPLE

1. Fie grupul aditiv al numerelor reale (Z, +) çi grupul multiplicativ al mulÆimii
numerelor reale strict pozitive ( )* ,+ ⋅Z .

unde 
+

   = ∈  
   

*0

0

x
G x

x
? Z  çi „⋅“  este operaÆia de înmulÆire a matricelor..

( )  
= = 

 

0

0

xy
f xy

xy
   

⋅ =   
   

0 0

0 0

x y

x y
( ) ( )⋅f x f y , ≤ x, y g *

+Z .
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Fig .  2

În practicå s-a constatat cå numårul exemplelor de grupuri este considerabil çi din
acest motiv se impune o clasificare a acestora în funcÆie de proprietatea lor. Douå grupuri
(G, &) çi (Γ, )) vor fi declarate ca fiind de acelaçi tip (izotipice) dacå cele douå grupuri G çi
Γ sunt la fel de bogate în elemente çi operaÆiile celor douå grupuri, mai puÆin o bijecÆie
f : G → Γ, acÆioneazå la fel asupra elementelor celor douå grupuri G çi Γ.

Definiþie
Fie (G, &) çi (Γ, )) douå grupuri. O aplicaÆie bijectivå f : G → Γ se numeçte

izomorfism de grupuri dacå:
f(x & y) = f(x) ) f(y), ≤ x, y ∈ G.

Vom spune cå grupul G este izomorf cu grupul Γ çi scriem G ∫ Γ. În caz

contrar spunem cå grupul G nu este izomorf cu grupul Γ çi scriem G /;  Γ.

Dacå vom reprezenta
geometric cele douå mulÆimi
G çi Γ çi imaginile elementelor
x, y çi x & y prin obÆinem
imaginea din figura 2.

Din cele aråtate çi din fi-
gura alåturatå rezultå ima-
ginea compusului a douå
elemente f(x & y) este com-
pusul imaginilor f(x) ) f(y).

EXEMPLE

Fie (R*
+ , $), unde R*

+  = (0, +∞), grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive

çi grupul (Γ, &), unde Γ = (–1, 1), iar legea de compoziÆie este:

1. f : R*
+  → Γ, f(x) = 1

1
x
x

−
+

, este funcÆie bijectivå;

Γ × Γ → Γ, (x, y) → x & y 
def.
=  

1
x y

xy
+

+
.

Så aråtåm cå aplicaÆia: f : (0, +∞) → (–1, 1), f(x) = 1
1

x
x

−
+

 este un izomorfism de la

grupul (R*
+ , $) la grupul (Γ, &).

În rezolvare vom considera cå au fost studiate cele douå grupuri (R*
+ , $), (Γ, )) çi vom

analiza proprietatea de izomorfism. Pentru aceasta este necesar så demonstråm cå:

2. f(xy) = f(x) ) f(y), ≤ x, y ∈ R*
+ .

1. FuncÆia f(x) = 1
1

x
x

−
+

, f : R*
+  → Γ este bijectivå:

a) Injectivitatea: ≤ x1, x2 ∈ R*
+  çi f(x1) = f(x2), atunci x1 = x2.

Fie x1, x2 ∈ R*
+  çi f(x1) = f(x2), rezultå 1 2

1 2

1 1
1 1

x x
x x

− −
=

+ +
, (1 – x1)(1 + x2) =

= (1 + x1)(1 – x2), 1 – x1 + x2 – x1x2 = 1 + x1 – x2 – x1x2,
deci –x1 + x2 = x1 – x2 sau 2(x1 – x2) = 0 çi obÆinem x1 = x2, deci f este injectivå.

( )f x

( )f y

x y∗ ( ) ( ) ( )f x y f x f y∗ = o

G Γ
f

f

f

x

y
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b) Surjectivitatea: ≤ y ∈ Γ existå x ∈ R*
+  astfel încât f(x) = y.

f

f

f

Din y = 1
1

x
x

−
+

, deducem y(1 + x) = 1 – x ⇒ x = 
1
1

y
y

−
+

 çi avem

f(x) = 1
1

x
x

−
+

 = 

1
1

1
1

1
1

y
y
y
y

−−
+
−

+ +

 = 
1 1
1 1

y y
y y

+ − +
+ + −

 = 
2
2
y

 = y.

Rezultå  funcÆia f este bijectivå

2. Este verificatå çi identitatea f(xy) = f(x) & f(y), ≤ x, y ∈ R*
+ .

Avem f(xy) = 
1
1

xy
xy

−
+

, respectiv f(x) & f(y) = 
( ) ( )

1 ( ) ( )
f x f y

f x f y
+

+
 = 

11
1 1

111
1 1

yx
x y

yx
x y

−− +
+ +

−−+ ⋅+ +

 =

= 
(1 )(1 ) (1 )(1 )
(1 )(1 ) (1 )(1 )

x y x y
x y x y

− + + + −
+ + + − −

 = 
1 1
1 1

x y xy x y xy
x y xy x y xy

− + − + + − −
+ + + + − − +

 =

= 
2 2
2 2

xy
xy

−
+

 = 
2(1 )
2(1 )

xy
xy

−
+

 = 
1
1

xy
xy

−
+

, deci f(xy) = f(x) & f(y), ≤ x, y ∈ Z *
+ .

Astfel am demonstrat cå grupul (Z *
+ , $) este izomorf cu grupul (Γ, &).

Un rezultat important este dat de urmåtoarea

Teoremã
Fie (G, &) çi (Γ, )) douå grupuri. Dacå f : G → Γ este un izomorfism, atunci çi

f –1 : Γ → G este izomorfism.

Demonstraþie
Din ipotezå, funcÆia f : G → Γ este bijectivå, de unde rezultå cå existå inversa f–1 a

funcÆiei f, f–1 : Γ → G çi f–1 este de asemenea bijectivå.
Fie u, v ∈ Γ. Cum f este aplicaÆie bijectivå, existå x, y ∈ G unic determinaÆi astfel încât

f(x) = u çi f(y) = v. De asemenea, avem f–1(u) = x çi f–1(v) = y. Reprezentând geometric
aplicaÆia f : G → R, rezultå

& a1 ... aj ... ) b1 ... bj ...

a1 b1

§ §
ai ai & aj bi bi ) bj

§ §

Fig .  3

Avem: u ) v = f(x) ) f(y) = f(x & y), de unde f –1(u ) v) = x & y = f –1(u) & f –1(v), ≤ u, v ∈ Γ.
Cum funcÆia f –1 : Γ → G este bijectivå çi este îndeplinitå condiÆia: f –1(u ) v) = f –1(u) & f –1(v),
≤ u, v ∈ Γ, rezultå cå grupul (Γ, )) este izomorf cu grupul (G, &) çi scriem (Γ, )) ∫ (G, &)
sau Γ ∫ G.

cå 
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EXEMPLU
În exemplul studiat mai înainte am aråtat cå grupurile (R*

+ , $) çi (Γ, &) sunt izomorfe,

unde f : R*
+  → Γ, f(x) = 1

1
x
x

−
+

, R*
+  = (0, +∞), Γ = (–1, 1) çi x & y = 

1
x y

xy
+

+
.

FuncÆia f fiind bijectivå, este inversabilå çi avem: f–1 : Γ → R*
+  çi f–1 este bijectivå.

Avem f–1(y) = x = 
1
1

y
y

−
+

 sau f–1(x) = 1
1

x
x

−
+

. Så aråtåm cå este îndeplinitå çi a doua

condiÆie din definiÆia izomorfismului:

f–1(x & y) = 
1
1

x y
x y

−
+

&
&

 = 
1

1

1
1

x y
xy

x y
xy

+−
+
+

+ +

 = 
1
1

xy x y
xy x y

+ − −
+ + +

 = 
(1 ) (1 )
(1 ) (1 )

x x y
x x y

− − −
+ + +

 =

= 
(1 )(1 )
(1 )(1 )

x y
x y

− −
+ +

 = 
11

1 1
yx

x y
−− ⋅

+ +
 = f(x) $ f(y).

Rezultå cå grupurile (Γ, &) çi (R*
+ , $) sunt izomorfe, (Γ, &) ∫ (Z *

+ , $).

Efectuaþi în clasã

1. AråtaÆi cå mulÆimea M = Z*, în raport cu operaÆia de înmulÆire $ :  Z* × Z* → Z*,
(x, y) → xy, este grup abelian, notat prin (Z*, $) çi numit grupul multiplicativ al
numerelor reale, nenule.

2 . AråtaÆi cå  M = G = 
2 1

| *2( 1) 2 1
x x

xx x
− −   ∈  − −  

R  ⊂ M2(Z) este grup abelian în raport

cu operaÆia de înmulÆire induså pe G de înmulÆirea matricelor, (G, $).

3 . AråtaÆi cå f : R* → G, f(x) = 
2 1

2( 1) 2 1
x x

x x
− − 

 − − 
, cu G =

2 1
| *2( 1) 2 1

x x
xx x

− −   ∈  − −  
R ,

este un izomorfism de grupuri, adicå (Z*, $) ∫ (G, $).

4 . AråtaÆi cå f–1 : G → R*, unde G = 
2 1

| *2( 1) 2 1
x x

xx x
− −   ∈  − −  

R , este, de asemenea, un

izomorfism de grupuri, adicå  (G, $) ∫ (Z*, $).

Temã
1 . Fie grupurile: (R, +) grupul aditiv al numerelor reale çi (Z *

+ , $) grupul multiplicativ al
numerelor reale pozitive.
DemonstraÆi cå funcÆia f : Z → Z *

+ , f(x) = ex este un izomorfism de grupuri.

AråtaÆi cå f–1 : Z *
+  → Z este, de asemenea, un izomorfism de grupuri.
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2 . a) Så se demonstreze cå (G, &) este grup, unde

G = (2, +∞), & : G × G → G, (x, y) → x & y 
def.
=  xy –2x – 2y + 6.

b) Så se demonstreze cå (Γ, )) este grup, unde

Γ = (3, +∞), ) : Γ × Γ → G, (x, y) → x ) y 
def.
=  xy – 3x – 3y + 12.

c) AråtaÆi cå f : G → Γ, f (x) = x + 1 este un izomorfism de grupuri.
d) AråtaÆi cå f–1 : Γ → G este de asemenea un izomorfism de grupuri, unde  f (x) = x + 1.
e) AråtaÆi cå f : Z *

+  → Γ, f(x) = x + 3 este un izomorfism între grupul (Z *
+ , $), numit

grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive, çi grupul (Γ, )) definit la
subpunctul b) al acestui exerciÆiu.

3 . Pe mulÆimea Z se definesc operaÆiile „&“ çi „)“ astfel:
x & y = x + y + 1, ≤ x, y ∈ Z       çi x ) y = x + y – 1, ≤ x, y ∈ Z.
Så se arate cå (Z, &) çi (Z, )) sunt grupuri izomorfe.

4 . Se considerå grupurile:

(M, $), unde M = 2 2| , , 03
x y

A x y x yx y
  = ∈ + ≠  

  
Q  ⊂ M2(R)  çi

(Q( 3 ), $) unde Q 3  = {x + y 3   x, y ∈ Q}.
Så se arate cå cele douå grupuri sunt izomorfe.

5 . Se considerå grupurile:
(R, &), x & y = x + y – 2, ≤ x, y ∈ R  çi
(R, )), x ) y = x + y – 5, ≤ x, y ∈ R.
Så se determine α, β ∈ R astfel încât funcÆia f : R → R, f(x) = αx + β, så stabileascå un
izomorfism de la grupul (R, &) la grupul (R, )).

6 . Fie M = G = 
1 1
0 0 1 | 2 1
0 0 1

x
x

   ∈ +      
Z  çi aplicaÆia $ : G × G → G, (A, B) → A $ B.Så se

arate cå (G, $) este un grup abelian izomorf cu grupul aditiv al numerelor întregi (Z, +).

7 . Fie M = G = 
2

1 0

1 |
2

0 0 1

x
xx x

  
  

− − ∈  
  
  

R  ⊂ M3(R). Så se arate cå G în raport cu operaÆia

induså de înmulÆirea matricelor formeazå grup abelian izomorf cu grupul aditiv al
numerelor reale (R, +).

8 . Fie G = 
1 ln 0
0 1 0 | 0
0 0

x
x

x

   >      
 çi aplicaÆia G × G → G, (A, B) → AB. Så se arate cå (G, $)

este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive (R*
+ , $).
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A
Fie grupurile:

{ }2 2, , , 1G z z x iy x y x y= ∈ = + ∈ + =³ ? Z

çi 2 2, , 1
x y

x y x y
y x

   Γ = ∈ + =  −   
? Z .

Så se demonstreze cå:
a) (G, ⋅) çi (Γ, ⋅) sunt grupuri;

b) funcÆia f : G → Γ, ( )  
=  − 

x y
f z

y x

este un morfism de grupuri;
c) funcÆia f −1 : Γ → G este un izo-

morfism de grupuri.

(4p)

(3p)

(2p)

(4p)

(5p)

Teste pentru verificarea cunoºtinþelor
B

Fie grupurile (G, °), unde G = {f1, f2, f3},
iar „°” este legea de compunere a func-
Æiilor fi : M → M, i = 1, 2, 3, f1(x)= x,

( ) +
=

−
2

3

1 3

x
f x

x
 çi ( ) −

=
+

3

3

1 3

x
f x

x
,

M =  Z ¾{1}, çi grupul multiplicativ al rå-
dåcinilor de ordinul trei ale unitåÆii (Γ, ⋅),
unde Γ = {1, ε, ε2}, 1 + ε + ε2 = 1, ε3 = 1.
a) Så se demonstreze cå cele douå gru-

puri sunt izomorfe: (G, °) Y (Γ, ⋅),
precizând funcÆia f : G → Γ.

b) Så se precizeze f −1 çi så se arate cå
f −1 : Γ → G  este morfism de grupuri.

9 . Fie G = 2 2
0

0 0 0 | , , 0, 1
0

x iy
x y x y i

iy x

   ∈ + ≠ = −      
R  ⊂ M3(C). Så se demonstreze

cå (G, $) este grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule.

10. Fie G = 1,
2

1 10
2 2
0 0 | *
1 10
2 2

x
A x x

  
     = ∈ 

      

Q  çi f : G → Q*, f 1,
2

x
A

 
 
 

 = x. Så se demonstreze

cå (G, $) este un grup izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor raÆionale nenule (Q*, $).

1 1 . Se considerå legea de compoziÆie & : R × R → R, (x, y) → x & y 
def
=  x + y – 1.

a) Çtiind cå funcÆia f : R → R, f(x) = ax + b este izomorfism de la grupul (R, +) la
grupul (R, &), så se determine valorile a çi b.

b) Pentru valorile a çi b determinate la punctul a), aråtaÆi cå f –1 : R → R este izomorfism
de la grupul (R, &) la grupul (R, +).

Så se arate cå (C, ⊥), (C, º) sunt grupuri izomorfe: f : (C, ⊥) → (C, º), f(z) = iz.

Notå: Timpul efectiv de lucru este de 50 de minute pentru fiecare variantå. Se acordå 1 punct din oficiu.
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