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COMPETENTE GENERALE SI COMPETENTE SPECIFICE

1. Identificarea unor date, marimi si relatii matema-
tice, in contextul in care acestea apar

1.1. Identificarea numerelor apartinand diferitelor sub-
multimi ale lui R

1.2. Identificarea unei situatii date rezolvabile prin ecu-
atii sau sisteme de ecuatii liniare

1.3. Identificarea unor informatii din tabele, grafice si
diagrame

1.4. Identificarea patrulaterelor particulare in configura-
tii geometrice date

1.5. Identificarea elementelor cercului si/sau poligoane-
lor regulate in configuratii geometrice date

1.6. Identificarea triunghiurilor asemenea in configura-
tii geometrice date

1.7. Recunoasterea elementelor unui triunghi dreptun-
ghic intr-o configuratie geometricad data

2.Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, cali-
tativ, structural, cuprinse in diverse surse informationale
2.1. Aplicarea regulilor de calcul pentru estimarea si
aproximarea numerelor reale

2.2. Utilizarea regulilor de calcul cu numere reale pen-
tru verificarea solutiilor unor ecuatii sau sisteme de ecu-
atii liniare

2.3. Prelucrarea unor date sub forma de tabele, grafice
sau diagrame in vederea inregistrdrii, reprezentarii si
prezentdrii acestora

2.4. Descrierea patrulaterelor utilizand definitii si pro-
prietdti ale acestora, in configuratii geometrice date

2.5. Descrierea proprietatilor cercului si ale poligoanelor
regulate inscrise intr-un cerc

2.6. Stabilirea relatiei de asemanare intre triunghiuri
2.7. Aplicarea relatiilor metrice intr-un triunghi dreptun-
ghic pentru determinarea unor elemente ale acestuia

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in
diverse contexte matematice

3.1. Utilizarea unor algoritmi si a proprietatilor operatii-
lor in efectuarea unor calcule cu numere reale

3.2. Utilizarea transformadrilor echivalente in rezolvarea
unor ecuatii si sisteme de ecuatii liniare

3.3. Alegerea metodei adecvate de reprezentare a pro-
blemelor in care intervin dependente functionale si re-
prezentari ale acestora

3.4. Utilizarea proprietatilor patrulaterelor in rezolvarea
unor probleme

3.5. Utilizarea proprietatilor cercului in rezolvarea de
probleme

3.6. Utilizarea asemanadrii triunghiurilor in configuratii
geometrice date pentru determinarea de lungimi, ma-
suri si arii

3.7. Deducerearelatiilor metrice intr-un triunghi dreptunghic

4

4, Exprimarea in limbajul specific matematicii a infor-
matiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare pen-
tru o situatie data

4.1. Folosirea terminologiei aferente notiunii de numar
real (semn, modul, opus, invers)

4.2. Redactarea rezolvarii ecuatiilor si sistemelor de ecu-
atii liniare

4.3. Descrierea in limbajul specific matematicii a unor
elemente de organizare a datelor

4.4. Exprimarea in limbaj geometric a notiunilor legate
de patrulatere

4.5. Exprimarea proprietatilor cercului si ale poligoane-
lor in limbaj matematic

4.6. Exprimarea in limbaj matematic a proprietatilor
unor figuri geometrice folosind asemanarea

4.7. Exprimarea in limbaj matematic a relatiilor dintre
elementele unui triunghi dreptunghic

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei si-
tuatii date

5.1. Elaborarea de strategii pentru rezolvarea unor pro-
bleme cu numere reale

5.2. Stabilirea unor metode de rezolvare a ecuatiilor sau
a sistemelor de ecuatii liniare

5.3. Analizarea unor situatii practice prin elemente de
organizare a datelor

5.4. Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in ve-
derea optimizarii calcularii unor lungimi de segmente, a
unor masuri de unghiuri si a unor arii

5.5. Interpretarea unor proprietati ale cercului si ale po-
ligoanelor regulate folosind reprezentari geometrice
5.6. Interpretarea asemanadrii triunghiurilor in configu-
ratii geometrice

5.7. Interpretarea unor relatii metrice intre elementele
unui triunghi dreptunghic

6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin inte-
grarea achizitiilor din diferite domenii

6.1. Modelarea matematica a unor situatii practice care
implica operatii cu numere reale

6.2. Transpunerea matematicd a unor situatii date, utili-
zand ecuatii si/sau sisteme de ecuatii liniare

6.3. Transpunerea unei situatii date intr-o reprezentare
adecvata (text, formula, diagrama, grafic)

6.4. Modelarea unor situatii date prin reprezentari geo-
metrice cu patrulatere

6.5. Modelarea matematica a unor situatii practice in
care intervin poligoane regulate sau cercuri

6.6. Implementarea unei strategii pentru rezolvarea
unor situatii date, utilizadnd asemanarea triunghiurilor
6.7. Implementarea unei strategii pentru rezolvarea unor si-
tuatii date, utilizand relatii metrice in triunghiul dreptunghic



PREFATA

In ultimii ani, Ministerul Educatiei Nationale a organizat multe dezbateri si actiuni oficiale in directia
modernizarii predarii matematicii, in special la nivelul claselor primare si de gimnaziu. In primul rand,
pentru aducerea acesteia la standardele unui invatamant modern, deci adaptat schimbarii de paradigma
in dezvoltarea intelectuala a copiilor, dependenti inca din primii ani de viata de lumea informationala
si IT. In acelasi timp, a devenit un laitmotiv necesitatea elimindrii in predarea matematicii a aspectelor
cu grad exagerat de rigurozitate, ce o face adesea neprietenoasa pentru copii, cu consecinte grave pentru
asimilarea ulterioara a continuturilor matematice indispensabile dezvoltarii gandirii unui om modern.
In al treilea rand, s-a avut in vedere asezarea programelor intr-un format care si permita evaluarea elevi-
lor, gradual si in sensul structurii examenelor nationale, astfel incat aceasta sa reflecte corect asimilarea
competentelor matematice.

Consider ca manualul de fata rdspunde in totalitate acestor deziderate. Notiunile sunt treptat intro-
duse, si deci usor de asimilat, continuturile si faptele matematice fiind exemplificate in fiecare etapa cu
referiri istorice, intuitive si, nu in ultimul rand, cu exercitii si probleme cu date din viata si cu grad de
dificultate de la simplu la mediu-dificil.

Manualul este astfel alcatuit incat profesorul de matematica sa poata acoperi toate continuturile din
programa prin ideile prezentate. Varietatea de exercitii, probleme si exemple din viatd, prezentate gra-
dual, face ca manualul sa poata fi folosit prin lucrul diferentiat la clasa, de la minimal la excelenta.

Grafica propusa face din acest text un manual modern, la standarde europene.

Speram ca demersul nostru sd aiba succes ca etapa in educatia matematica a tinerilor.



GHID DE UTILIZARE A MANUALULUI

MANUALUL CUPRINDE

. B o Simboluri folosite
varianta tipdrita si varianta digitala . . N
in varianta digitala
Maffmat'ci Rezolva
9 o - Se acceseaza AMII-urile interactive

ﬁ Priveste
Se acceseaza AMII-urile statice

Vizioneaza
Se acceseaza AMII-urile animate

Manualul este structurat in doud parti: ALGEBRA, ce contine capitolele Multimea numerelor reale;
Ecuatii si sisteme de ecuatii liniare; Elemente de organizare a datelor, respectiv GEOMETRIE, ce contie ca-
pitolele Patrulaterul; Cercul; Asemdnarea triunghiurilor; Relatii metrice in triunghiul dreptunghic. Fiecare
capitol contine lectii care pastreaza, in general, titlurile existente la ,Continuturi” in programa scolara. O
lectie se poate intinde pe una sau mai multe ore, dand posibilitatea profesorului sa-si adapteze planifica-
rea materiei in functie de posibilitatile psiho-intelectuale ale elevilor.

Continuturile noi, specifice programei scolare, sunt prezentate in lectii la rubrica .
Aceasta rubrica este precedata de rubrica ({= 1=\ si de probleme rezolvate care sugereaza intro-

ducerea notiunilor noi. Se atrage atentia asupra unor notiuni sau situatii prin rubrici precum @B EN =

Il sau ESMEESLAZND). in cazul in care continutul ce trebuie prezentat se poate intui prin pre-
zentarea si analiza unor exemple, acestea sunt prezentate si comentate la rubrica (2RI

Fiecare rubrica este continuatd cu . Aici sunt prezentate exercitii rezolvate, comen-
tate, exemple si contraexemple.

Rubrica contine, in general, probleme asemanatoare cu cele rezolvate. Daca nu avem
exemple rezolvate pentru unele tipuri de probleme propuse, atunci acestea au prezentate la finalul cartii
rezolvarea completa sau indicatii pentru rezolvare. Un set de lectii cu continut legat notional se finali-
zeaza cu un set de probleme propuse si teste de evaluare. Testele sunt grila sau cu itemi deschisi, au la
final raspunsurile, astfel incat elevii sa poata verifica corectitudinea rezultatelor obtinute si au punctaj pe

fiecare problema pentru a fi posibila si autoevaluarea.
Notiunile matematice sunt insotite adesea de rubrica | 0 SIFE0 4 aceasta aducand in atentia ele-
vilor informatii si din istoria matematicii. QUASILASZLIEIVY si IR, prin care invitam

elevii sd pregateasca diverse teme, au rolul de a-i provoca sa descopere si latura aplicativa a matematicii,

frumusetea acesteia si de a-i atrage spre studiu.




ALGEBRA

1. Singurul numar natural prim si par este

2. Descompus in factori primi, numarul 24
este egal Cl....ccoeveevereeennenee. .

3. Cel mai mare divizor comun al numerelor
6si15esteegal Cl...ccccevereeucucncnne .

4. Numarul 7 se scrie ca o suma de numere
prime astfel: 7 =... + ...

5. Multimea multiplilor naturali ai lui 15,

mai mici decat 55, este {............ 1.

6. Numarul divizorilor naturali ai lui 24 este
egal cu:

a)8; b) 6; Q) 7; d)o.

7.Suma divizorilor naturali proprii ai numa-
rului 45 este egala cu:
a)78; b) 32;

C) 46; d) 77.

8. Cel mai mic numar natural de trei cifre
care are exact 3 divizori este:
a) 100; b) 101; c) 121;

9. Calculati:
a)l+2+3+...+10;
b)4+8+12+...+136;
c)3%-3%-3%-3%

d) 89:47:16°.

10. Se considera multimile: A = {0, 1, 2,3, 4},
B=1{0,2,4,6,8}siC={4,5,6,7,8)

a) Reprezentati prin diagrame cele trei
multimi.

b) Aflati: AUBUC, B-C,AnBNnC; CnN;
(BuC) - A.

d) 102.

11. Calculati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. ai
numerelor:

a)36si72;

b) 48 si 216;

C) 144,216 si 324.

12. Fie multimile: A = {x € N|32x: 2} si
B ={x € N|T0x : 5}. Scrieti multimile, prin
enumerarea elementelor si calculati A UB,
ANnB,A-B,B-A.

13. Aflati cel mai mic numar natural x, re-
spectiv y, pentru care numerele 48 - x si
144 - y sunt patrate perfecte.

14. Aflati cel mai mic numar natural cu pro-
prietatea ca, daca impartim 437 si 520 la
acest numar, obtinem resturile 12 si, respec-
tiv, 10.

15. Aflati toate numerele naturale de trei
cifre care impartite la 85, 51, 34 dau, de fie-
care data, restul 23.

16. Raportul numerelor 54 si 18 este.......... .

17. Lungimea unui gard este de 10 m si inal-
timea de 2 m. Raportul dintre lungimea si
indltimea gardului este .........cccooeeeninnneee. .

18. Intr-o urna sunt 12 bile negre si 18 bile
albe. Se extrage o bila. Probabilitatea ca bila
extrasa sa fie neagra este ...........cccueveneee .

19.Pe o harta, 1 cmreprezinta 2 km in teren.
Scara hartii este ......coceceevvveccnennne .

20. Incercuiti litera A (adevarat) sau litera
F (fals) pentru fiecare dintre propozitiile de
mai jos:

a) 20% din 250 este egal cu 50.

b) 50% din 1800 este egal cu 180.

A F
A F

21. Care dintre urmatoarele rapoarte for-
meaza cu raportul % o0 proportie?

5. 6. 9.

s.a_ 2 . a .
22.Fiey =3. Valoarea raportului o b este:
1. 2. 2. 2

a) 7 b) 7 C) 13’ d) 3

PROBLEME RECAPITULATIVE



CLASAAVI-A

23. Aflati numarul x din proportiile de mai
jos si asociati fiecarui rezultat din coloana
A unrand din coloana B.

A B
x _7 _
10~ 5 x=10
2x _ 4 =
157 5 x=14
x-8_1 x=6
X =5

24. Stabiliti daca numerele 2, 3, 8, 12 pot
forma o proportie. Daca da, atunci scrieti o
proportie si specificati mezii si extremii.

25. 0 lucrare poate fi terminata de 8 munci-
tori in 15 zile. Dupa 3 zile de lucru, o parte
dintre muncitori pleaca si lucrarea se ter-
mina in 16 zile. Cati muncitori pleaca?

26. Cimentul produs in-
tr-o zi de o fabrica a fost
ambalat in 240 de saci
de cate 30 kg fiecare.
Daca sacii ar fi avut 50
kg fiecare, cati saci ar fi
fost necesari?

27. Mircea cheltuie o suma de bani astfel: in
prima zi cheltuie 30% din suma, a doua zi
cheltuie 70% din rest, iar a treia zi cheltuie
ultimii 21 lei. Aflati suma initiala de bani.

28. Un palton costa 400 lei. Aflati pretul pal-
tonului, dupa o reducere cu 10% urmata de
0 scumpire cu 10%.

. . . - 24x _ 5
29. Determinati x din proportia “A =B

A = 2n+1 . 3n+2 . 52n+1 + 6n+1 . 25n $1
B = 2n+2 . 3n+1 . 52n + 75", 2n+3.

,unde

30. Aflati x pentru care

3 10 . 1
g'T—O,(lL).(l -3 _

(1+2+3+... +100)°+ 3%

X
1 1 *
3t3°dtsD

(S
N|—

31.Elementele multimiiA ={x€Z| -3 < x < 1}
SUNt.......oeee.. .

PROBLEME RECAPITULATIVE

32. Divizorii intregi ai numarului 6 sunt

33. Completati piramida, stiind ca fiecare
numar intreg este egal cu suma numerelor
intregi ce se gasesc in cele doua casute de
sub cdsuta numarului:

34. Solutia intreaga a ecuatiei 8 - 3x = 2
eSte .vevrnnnne. .

35.0rdineacrescatoareanumerelor:a=|-5I;
b=0GED%c=(-6%d=-2%e=(-2?
€SEE cereeeeeeeeeeane .

36. Suma divizorilor intregi ai numarului
24 €Ste i, .

37. Elementele multimii A = {x € Z| x| = 5}
100 0 R )

38. Care este probabilitatea ca, alegand la
intamplare unul din urmatoarele numere,
acesta sa fie numar intreg negativ?
a=(-1°3-(-8);

d=(=10+(-2)*-(-3)' - (-4)%
b=(-2)(-5) +(=7)(3 - 4);
c=2-(-3)+(-5) - (-6+4)(-6-4).

39. Calculati:
a)(-12) +(-15);
c) (-14) - (-5);
e) (+21) — (+45);
g) (+12) - (=21); h)[-2[+1+8/ - 1-3 +5];
i)(=13) +(-14); ) (-104) - (+56);
K)(—14) - (+41); DI5-23-132-1]+|-1)]
40. Calculati:
a)-2-{-3-(5-3-=D-[5--12-02 - 5]}
b)7+{-2-[16-(-12+13)+ 11] - (-D};

b) (-15) - (-13);
d) (-36):(-18) - 2;
£)(+8) - (=7);



O)[2°+(-3)]?-(-4+6)°-(8-10)5-210.(-1+ 3)3%;
d)[(-2+5)*-3%]:3%:(-7+4)*+(-3)3%

e) (-10)°:(=10)? - (=9)8:(=9)" - (=7)5:(=7)° - (=5)*:
:(=5)° - (=3)%:(-3);

f) (_3333 + |5222 _ 3333'):(_ 125)74'

41.Tulius Cezar s-anascutin anul 1001.H si a murit
in anul 44 1.H. Cati ani a trait?

42. Temperatura medie a aerului in ziua
de 27 noiembrie 2018 a fost de —10°C.
A doua zi temperatura a urcat cu 2°C, a
treia zi a mai urcat cu 5°C, a patra zi a co-
borat cu 6°C, iar a cincea zi a mai coborat
cu 4°C. Ce temperatura era la 30 noiem-
brie 2018? Dar la 1 decembrie 2018?

43. In tabelul de mai jos sunt notate temperatu-
rile inregistrate in cursul unei saptamani a lunii
februarie:

Ziua L M M J A S D

Temp. -8°C| -10°C|-5°C| 3°C | 4°C | 4°C | 5°C

a) Aflati diferenta dintre cea mai mare si cea mai
mica temperatura, dintre cele inregistrate in tabel.
b) Calculati media temperaturilor inregistrate in
tabelul dat.

44. Determinati multimile:
x-2
X+2

A=gxelll;ely;B=gxel| X 3el;.
45. Rezolvati in multimea numerelor intregi
ecuatiile:

a)lx+5l=7;

b) Ix — 51 = —4;

o)x-2x+7)=0.

46. Scris ca fractie ordinara ireductibild, numarul
3,96 este egal CU ......ceceeveeenneee .

47. Scris ca fractie ordinara ireductibila, numarul
3,(96) este egal cu.........c.u....... .

48. Scris ca fractie ordinara ireductibild, numarul
3,9(6) este egal cu.........cuuuee.. .

49. Dintre numerele 2,(43) si 2,43, mai mare este

50. 25% din 75% din 25,6 este egal cu:
a) 41; b)4; ¢ 4%; d) 4%.
51. Calculati:

2.3 1,2 23,
N CAED BECAR:D R
by4ad+3L-233%

36’
35 +15 25~ 5
©) 15:(1g " 3D
f) (2+3~11—2):2%;
9125~ G DTG 3D * 3l

52. Determinati cifra a in fiecare dintre cazurile:

19 =~
a5 =6,(a);
b)%= a,as;

25 _
c)?—lt,liai.

53. Marius parcurge patru cincimi din drumul de
acasa spre scoala cu bicicleta si restul de 0,25 km
pe jos. Cati kilometri parcurge Marius cu bicicleta?
Ce lungime are drumul casa—scoala ?

54. Tonel merge la supermarket si cumparad
3 kg de cartofi la 1,25 lei/kg, 0,5 kg de ceapa la 1,60
lei/kg, 1,5 kg de morcovi la 1,80 lei/kg, 3 paini la
0,90 lei bucata, 1 sticla cu suc la 4,50 lei/sticla, 2
bidoane cu lapte la 3,75 lei/bidon si 10 ouad la 0,80
lei/bucata. La casa de marcat el avea o bancnota
de 100 lei. Cu ce rest se intoarce acasa Ionel?

55. Media aritmeticd a trei numere este 3,25.
Media aritmetica a primelor doua este 3,375, iar al
doilea este de 2 ori mai mic decat primul. Determi-
nati cele trei numere.

56. Cei 11 jucatori ai unei echipe de fotbal au urma-
toarele indltimi: doi au cate 1,90 m, unul are 1,88
m, doi au cate 1,86 m, doi au cate 1,80 m, trei au
cate 1,74 m si unul are 1,69 m. Care este indltimea
medie a jucatorilor?




CLASAAVI-A

57. Comparati numerele:
a=[(2,5+1,5-1,75):5+0,55]°si
b=(2,(3) +3,5):0,583) - [2,(3):0,(3) -
-6,3+2,3:(51)2

58. Rezolvati urmatoarele ecuatii, in multi-
mea numerelor rationale:

R e L
02 x+3-2 . x-2=2247q;

d) 1,125x-1 = [0,(3) - (10 - 0,25) - 3,4]:
0,8 - 2).

o

{3 PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Complementul unghiului cu masura de
36° are masura egala cu .....°.

2. Suplementul unghiului cu masura de
136°are masura egala cu .....°.

3. Complementul suplementului unghiului

o

cumasura de 125° are masura egalacu.....°.

4. Suplementul complementului unghiului

o

cu masura de 42° are masura egala cu.....°.

PROBLEME RECAPITULATIVE

5. Unghiul congruent cu suplementul sau
are masura egala cu.....°.

3. Suma masurilor a doua unghiuri suplementare este egala cu.......... .
4. Suma masurilor a doua unghiuri complementare este egala cu........ .
5. Doua drepte care nu au puncte COMuNEe S€ NUIMESC ......c.cvrverereervs seevennne .

6. Dreapta perpendiculara pe un segment, ridicata prin mijlocul acestuia, se numeste.....
7. Doua drepte taiate de o secanta formeaza unghiuri .........coceevevrverenneee. congruente, sau
(TS congruente, sau unghiuri ...................... congruente.

8. Triunghiul cu un unghi obtuz se numeste........c..cccccccevvueeeeenne .

9. Teorema lui Pitagora este: ........cccccceuvurueuence .

59. Simplificati fractiile, pana cand obti-
neti o fractie ireductibila:

(5%)° 915 965 _ 963
w5 bozw O gwroe
60. Determinati valorile intregi ale lui n
pentru care avem:

a)12<5n<21;

b)-16<3n<-8;

3 _n_13. _7_n__5
Q) 5<3<%; d)-5<3<-%
2 _2n+3 _4
e)5<"15 <3

GEOMETRIE
— 1p pentru fiecare rdspuns corect, 1 p din oficiu

1. Daca semidreptele (OA, (OC si respectiv (OB, (OD sunt perechi de semidrepte opuse,
atunci unghiurile <AOB si <COD sunt............
2. Suma masurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este egala cu........... .

o
o

o

6. Unghiul congruent cu complementul sau
are masura egalacu.....°.

7. Fie punctele coliniare M, N si P, in
aceasta ordine, astfel incat MN = 8 cm si
MP =18 cm. Atunci NP = ................... cm.

8. Fie punctul M mijlocul segmentului AB.
Daca MB = 10 cm, atunci lungimea seg-
mentului AB este egald cu................. cm.

9. Punctele A, B, C sunt coliniare, in aceasta
ordine, astfel incat AB =14 cm si AC = 26 cm.



Fie punctul M mijlocul segmentului AB si N mijlocul
segmentului BC. Lungimea segmentului MN este
egalacu......oeu..... cm.

10. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 33
cm, iar lungimea bazei triunghiului este de 13 cm.
Lungimea uneia din laturile congruente este de:
a)20cm; b)43cm; c¢)6,5cm; d)10cm.

11. Suplementul unghiului cu masura de 42° are
masura egala cu:
a) 48°; b) 142°;

c) 138% d) 148°.

12. Daca doua unghiuri sunt adiacente comple-
mentare, atunci unghiul format de bisectoarele lor
are masura de:

a) 45°% b) 90°;
13. Doua unghiuri adiacente au masurile de 120°
si respectiv 90°. Unghiul format de bisectoarele lor
are masura de:

a) 1505 b) 120°%;

c) 180°%; d) 135°.

c) 105°% d) 135°.

14. Masura unui unghi este cu 45° mai mica decat
masura suplementului sau. Atunci masura un-
ghiului dat este egala cu:

a) 45°30°; b)67°30’; ¢)112°30; d)135°.

15. Folosind notatii care descriu reprezentarile,
desenati:

a) doua drepte concurente in A, an b = {A};

b) doua drepte paralele, d, || d,;

¢) un unghi ascutit <COD;

d) un unghi obtuz <MNP;

e) un unghi drept <AOB;

f) un segment AB cu lungimea de 8,4 cm si M mij-
locul segmentului;

g) un unghi AOB cu masura de 64° si bisectoarea
sa (0C;

16. <AOB, <BOC si <COA sunt unghiuri formate
in jurul unui punct. Aflati masurile celor trei un-
ghiuri, stiind ca masura <BOC este de doua ori
mai mare decdt masura <AOB, iar masura <COA
este de trei ori mai mare decat masura <AOB.
Desenati cele trei unghiuri si bisectoarele lor.

17. In AABC, dreptunghic in A, se stie cd masura
unghiului C este de 30° si BC = 24 cm. Daca D este
mijlocul laturii BC, aflati:

a) lungimea laturii AB;

b) lungimea medianei AD;

c) perimetrul AADB.

18. Desenati doua unghiuri <AOB si <BOC, cu ma-
surile de 50° si 60° (analizati doua cazuri). Aflati
masura unghiului dintre bisectoarele celor doua
unghiuri.

19. Fie unghiurile <AOC si <COB adiacente com-
plementare, cu masura unghiului <AOC de 60°, si
fie (OD si (OE semidrepte opuse semidreptelor (OB
si, respectiy, (OC.

a) Calculati masurile unghiurilor <COB, <BOE,
<DOE si wAOE.

b) Calculati masura unghiului format de bisectoa-
rele unghiurilor <AOD si <BOE.

20. Pe prelungirea laturii BC a triunghiului isoscel
ABC (AB = AC) se considera punctele E si F astfel
incat <EAB = <FAC. Daca AD 1 BC,D € BC,demon-
strati ca:

a) AABE =AACF,;

b) AADE =AADF;

c) d(D, AE) = d(D, AF).
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SUBIECTULI

Scrieti informatia corecta care completeza spatiile punctate (30 puncte)

1. Rezultatul corect al calculului [-2 - (+5) + (-3) - (-10)| - (-25) este ......

1,11 5

2. Rezultatul corect al calculului (5 +3 -5y - 15 este ...
3. Dacd 4 kg de rosii costa 10 lei, atunci 6 kg de rosii i A5
costa...... i
4. Dacd = =12 atunci x este egal cu A

- 2X 6 I g 444444 \é .I:I
5. Suma masurilor unghiurilor intr-un triunghi este BT
egalicu....... °. F 1c
6. Diagrama aldturata reprezintd cantitdtile de fructe = 5 I

dintr-un magazin. Conform diagramei, procentul re- :
prezentat de cantitatea de prune din cantitatea totala & & F 5 F
este.....

SUBIECTUL al II-lea
Scrieti rezolvarile complete (30 puncte)

1. Desenati un triunghi dreptunghic cu o catetd de 3 cm si ipotenuza de 5 cm. Explicati eta-
pele de rationament facute!

2. Pretul unei carti a fost redus cu 15% si a devenit 21,25 lei. Aflati pretul initial al cartii.

3. Intr-o urna sunt 5 bile albe, 4 bile negre si 9 bile rosii. Care este probabilitatea ca, luand la
intamplare o bila, aceasta sa nu fie neagra?

4. Mama are 24 de bomboane pe care le imparte celor trei copii, in parti direct proportionale
cu numerele 3, 4, 5. Cate bomboane primeste fiecare copil?
L ql_o1 .10 1 1 1
5. Calculati: [O,(G).l 37 271'Ge "5 33 7
3
6. Rezolvati in multimea umerelor rationale ecuatia: [2x - 5| = 4,5.

SUBIECTUL al llI-lea
Scrieti rezolvarile complete (30 puncte)

1. Fie triunghiul ABC, dreptunghic in A, si mediana AM.

a. Aratati ca «MAC = <MCA.

b. Dacad unghiul B are mdsura de 60°, aratati ca triunghiul AABM este echilateral.

c. Daca lungimile catetelor triunghiului sunt egale cu 6 cm si 8 cm, aflati perimetrul
triunghiului.

2. Fie unghiul <XOY si (OZ bisectoarea lui. Din punctul A de pe (OZ se duc perpendicularele
AB si AC pe (OX si (OY. Aratati ca AAOB = AAOC si ca (AO este bisectoarea unghiului <BAC.

Barem:L. 6 x5p=30p;I1. 6x5p=30p;II. 2 x15 p = 30 p. Oficiu: 10 p.






pebibceets® MULTIMEA NUMERELOR REALE

RADACINA PATRATA A PATRATULUI
UNUI NUMAR NATURAL

L . \) ACTIVITATE PRACTICA " > Copiati in caiete tabelul EXERSAM iIMPREUNA

-
Vreisd postezi pe facebook urmator si completati-l dupa model:

¢ 0 poza patratd, cu dimensi- !
© unea de 3600 pixeli, intr-un :
© spatiu cu dimensiunile de !
© 70x75 pixeli. Verificd daci :

a 1 2 3 4 S
a1 4 9 16 25
a 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2
¢ poza incape in acest spatiu. a B2
. Indicatie. Daca poza are : a 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
forma de patrat cu aria de az
3600 pixeli, stiind ca aria : a 35 40 45 50 60 70 75 80 90 100
! patratului este A = a2, adica : a 3600
© 3600 = 602 se obtine ca latura :
. patratului este de 60 pixeli, : » Dupa completarea tabelului, poti spune:

deci incape in spa‘giul ales. 324 = 182 225 =152 625 = 252 3600 = 602 841 = 292

oooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Raddcina patratd a unui numar a, a 2 0, este numarul x, x 2 0 cu proprietatea
ca x? = a; cu alte cuvinte, acel numar mai mare sau egal cu O care, prin ridicare la
puterea a doua, are ca rezultat numarul a.
] Semnul v se numeste radical. In cazul radacinii patrate, acesta este radical
de ordinul 2. Exista si radicali de ordin superior lui 2.
Notatie: va = x. Citim: “radacina patrata a numarului a este egala cu x” sau
yradical din a este egal cu x”.

O OBSERVATIE R rrrtp o e P P

Daca privim raddcina pdtrata in oglindd cu ridicarea la patrat a unui numar, tabelul :

anterior devine: /324 =18; /225 =15; 625 =25; /3600 =60; /841 =29.

. 0
.......................................................................................................

R\ IMPORTANT 5 > V=22 = 2.9 =37 = 3;

EXERSAM iMPREUNA

© eRadacina patrati se poate cal- V36 =62 =6;/256 =162 = 16;

aﬂanumaiqmnumerepoziﬁve. _ V625 =252 = 25; V784 = /282 = 28;

L TROSIEEXSXAS L 767 - 26, VBET = 56 V9T = (877 = 97 = 81;V7T = (TP = 77
. e(@?’=a, az0. > Pentru ca vx — 5 sa existe, trebuiecax-52 0« x = 5.
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E

» Radacina patrata era cu-
noscuta inca din antichitate.

N/ SKINVATAMT R n ey . Babilonienii aveau tabele cu
: . . radacinile patrate ale nume-
: Dacéa20$ib20,atunciVa-b=\/E-\/Es,im=\/ﬁ:\/5. : - relor.
: *©  »InEvulMedius-adezvol-
- tat mult notiunea de radacina
- patrata. Hindusii cunosteau

=27 ./32=922.3=12; y77.52 = , faupt}ll'ca nu se Izoqte extrage
radacina patrata dintr-un nu-

=7-5=35 V6'-9=V6"-V9=63; mdr negativ.
V81-100=+81 -v/100=9-10=90;vV36 - 25=v36 - V/25=6-5= IR TP P PP TP P PRI PPIPLPIRRS
=30; V144 121 = V144 -V121 = 12-11 = 132; V5% - 432 =
= 5% . v& -4/32=52.2.3=150.

> V441:49 =441 :/49=21:7=3;/65:35 =165 :/38=64:34=
=24 1/97:3% = |/(32)7:/3% = /314:34 = 37:34 = 33,

0 .
............................................................................

>22.32=2.3=6; V2. 32 = EXERSAM IMPREUNA

T3 EXERSATI NSO O R _

1. Copiati tabelul in caiete si completati-1:

a 256 361 484 225.361  10000:625 15 7=
Ja 37 75.33
a 729 841 900 576 - 144 784:49 2116 . 48
Ja 17 8%. 6°

2. Scrieti patratele perfecte de doua cifre si cal- 6. Determinati numerele naturale a pentru care:
. culati radacina patrata din numerele gasite. a) v6ab € N; b)V7a4 € N;

: v5a6 € N; d)V7a9 e N.
: 3. Calculati radicalii, apoi efectuati calculele: c)v5a6 €N; )V7a9 €

JO + VT + V& + G - V16: VEAT — 14k - V9 7. {&f&ap ;lzjalolr}'le naturale ale lui x pentru care
: o /576 + 676, V84T - V8T exista radicalii:
© V2500 - V625 :v25; 2 :

: Vi a)Vx - 5; b) Vx + 8;

: 4. a) Calculati: 112, 1112, 11112 si analizati re-  ©) V2x - 8; d) V26 - 5x.

zultatele. Calculati apoi: v12321; v/123454321; 8. Aflati valorile naturale ale lui x si y pentru
: V12345678987654321. care XX = XX.

: b) Calculati: 1012 10012 si analizati rezultatele. o _

: Folosind rezultatele, calculati v100020001. 9. Determinati numerele naturale a si b pentru

: . care: a) Vab = 6; b)V1ab = 13;
: 5.Determinati numerele naturale a pentru care: Jerah JiaTeh
:a)va=52; b)va=45 c)va=65 dva=43. O V62ab=79; d) V1a76b =137,



CAPITOLUL 1

ESTIMAREA RADACINII PATRATE
DINTR-UN NUMAR RATIONAL

R i= NE AMINTIM! ,

- v Am aflat cum se calcu- :
. leazd radacina patrata a unui ;
numar natural patrat perfect.
¢ v Amaflat capentruva = x |
avem obligatoriua 2 0six 2 0.

v Cunoastem ca:

: a,a>0
clar=< 0,a=0 .
—a,a<0

; Extragerea radacinii apare
- descrisa in Matematica in -
noud carti (283 1.H.), apoi
' la Leonardo din Pisa (Fibo-
© nacci), in 1220, in Practica :
. geometricae. :
© Primul care a utilizat un :
- simbol pentru radical a fost :
matematicianul Luca Pacci-
- oli (1487). El reda radicalul :
- prin R (radix - radice) si scria :
© R2,R3, R4 pentru radicalii de
- ordinul 2, 3, respectiv 4. :
. Simbolul actual pentru ra- :
- dical a aparut in 1525 in lu- :
- crarile lui Christoff Rudolff, :
unde era notat cu v . Totul
- a pornit de la un patrat de arie :
data (de exemplu 2 m?) caruia
- grecii antici au vrut sa-i afle :
© lungimea laturii. :
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R V' SA INVATAM!

Atentie la cele doua notiuni: patrat perfect, rada-
" cina patrata!

Verificati daca ati inteles cele doua notiuni, completand cu ade-
vdrat sau fals afirmatiile urmatoare:

» Radacina patrata dintr-un patrat perfect este un numar natural.

» Radacina patrata a oricarui patrat perfect este numar natural.

e Orice numar natural este radacina patrata a unui numar natural.

* Este posibil ca radacina patrata a unui numar sa fie egala cu
numarul respectiv.

Observam ca: V72 =v49 = 7; /(-2 =V49 =7 = |-7I.

Oricare ar fi numdrul rational q, Va? = al.

0 .
............................................................................

>V1D)2=1-11=1;
V912 =1911=91; /(- 15)2 =225 =
=15; /(- 23)2=1-23|=23; v 25a? =5|al;
> Daca x > 0, calculati: vx%; V49 x2 = 7x + 1; V81 x2 = 9(x — 4) - 36.
Rezolvare. Vx? = Ix1 = x; V49X?> - 7x+1=7IxI-7x+ 1=
=7x-7x+1=1;V81x?-9(x - 4) -36=9x - 9x +36 - 36 = 0.
> Daca x < 0, aflati: vx?; V9x2 + 3x; V25 x2 + 5(x — 3) + 12.
Rezolvare. Vx2 = x| = -x; V9x2 + 3x = 3Ix| + 3x = -3x + 3x = 0;
V25xZ +5(x - 3) +12 = -5x + 5x - 15+ 12 = -3,
> Verificati daca: V32 + 42 =3 + 4,4/102 - 62 = 10 - 6.
Rezolvare. V32 + 42 =9+ 16 =25 =5 # 3 + 4;
V102-62=+/100-36 =64 =8 # 10 - 6.

EXERSAM iIMPREUNA

. SA INV'!'M! .......................................... )

In general, Va2 + b? = Va? + Vb? ; Va? - b? # Va2 - Vb2.

. Relatiile sunt adevarate cu cateva exceptii. Gasiti-le!



> Calculati: EXERSAM iMPREUNA TG Y 'MPORTANT .
V102 - 82; V/252-202; /122 + 92;
V252 +102; /152 - 92,

Rezolvare. Facem calculele sub radica

¢ ¥ Pentru un numdr ratio- :

csesee

: nal exprimat printr-o fractie
: ordinard, calculam radicalul

. [&. [16. [121. [169. 3 2[5, 11 ° : astfel: :
> Caleulati {75 & B B Vo B 1b - 2 2 :

csee

: 13 2_ |13 % _13_|_19 :
Rezolvare 4 _ V4 _ 2 (16 _ V16 _ 4, _3 : - |_i -2 E \/(_ 16> ~\V(ae) _16_| 16l" :
V2525 V9 ~y9 3 VCID 11 1 : :

. : v Pentru un numdr ratio-
> Calculati: /1,44, /0,0064, /9,61. * nal exprimat printr-o fractie

'144 12 ’ 64 ' 82 . .

Re‘ZSOlvare- V1,44 = 100 _ 10 1,2; 40,0064 = 10000 ~ V1002 — E Zecimald, putem sa-l trans- E

=—5=0,08.
100 ’

csee

: formam in fractie ordinara :

csesee

: si apoi sa calculam rdadacina

SAINVATAM! IR patrata:

: -1 -1 _ :
; | £V0,01 =155 =75=01.
Daci 0 < a < b, atunciva < vb.

.
............................................................................

seoe

.
......................................

> Avem V4 =25i V9 =3. EXERSAM iIMPREUNA
Cum putem incadra radacina pa-

trata a numerelor dintre 4 si 9 intre
doua numere naturale?

Rezolvare. Cum 4 < 5 < 6 < 7 < 8 < 9, atunci V5, V6, V7 si V8
sunt cuprinse intre numerele naturale 2 si 3.

> Incadrati urmatorii radicali intre doua numere naturale
consecutive (numerele de sub radical nu sunt patrate perfecte):
V13,3724,/6125,v/3143.

Rezolvare. Numarul 13 se incadreaza intre doua patrate per-
fecte consecutive: 9 < 13 < 16; putem spune ca 3 < V13 < 4.

Pentru 3724, impartim numarul in grupe de cate 2 cifre, de
la dreapta spre stanga: v37'24. Prima grupa, 37 > 36 = 6% asadar
v 3724 >6a. Calculam 612 = 3721 si 622 = 3844, deci 61 < V3724 < 62.

B [// PORTOFOLIU LI TITTRPTRS .
» Imagineaza-te unul dintre matematicienii » Identifica toate patratele perfecte ce repre- :
hindusi care a inteles ca nu se poate extrage ra-  zintd anii secolului XX, calculeaza radacinile :
dacina patrata dintr-un numar negativ. patrate ale acestora si organizeaza informatia :

Enumera toate ideile care te-au condus la  intr-un tabel, asociind tuturor anilor identificati :
acest adevdr matematic. Compara cu argumen-  semnificatii istorice (poti utiliza internetul sau :
tele colegilor tai! surse de la biblioteca scolii pentru aceasta!).

.
A T T T T T T i T T T i i T T T T T i R T T T T T T T T T T T T T i T N Tl T R T T T T R i i R T T T i i T T T T R T A T T T T T T R T T T T TR TR T T i T R TR TR R TR T R IR I TR TR TR TR Y
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CAPITOLUL 1

ALGORITMUL DE CALCUL AL RADACINII PATRATE A PATRATULUI UNUI NUMAR RATIONAL

Sa calculam v1369.

1. Despartim numarul in grupe de cate doua cifre, de la dreapta la stanga. 13’69
2. Cautam numarul cel mai mare al carui patrat este mai mic sau egal cu 13 13’693
(prima grupa): 32 < 13 < 42 Scriem la rezultat 3 si scadem din 13 pe 3%; 3 este

rezultat partial.

9

4
3. Langa primul rest partial (4) coboram urmatoarea grupa. Sub rezultat trecem /13’693
dublul rezultatului partial consemnat pana la aceastd etapa (in cazul nostru 3
este rezultatul partial, deci consemnam dublul sau, 6).

4. Verificam de cate ori se cuprinde 6 (dublul rezultatului partial) in 46; 46:6 = 7, 13’69|37
rest 4. Trecem 7 langa 6 (de sub rezultat) si calculam 67 - 7 = 469. Daca rezultatul 67 -7 =469
inmultirii lui 67 cu 7 era mai mare decat 469, incercam o cifrd mai mica (66 - 6).

0
5. Deoarece se obtine restul 0, algoritmul se incheie, avand rezultatul extragerii /1369 = 37
radacinii patrate (dintr-un patrat perfect).

IMPORTANT » Calculati: vV21904; V43681, EXERSAM IMPREUNA

J1,1236;+/0,9801.

Pentru fractiile zecimale, :

. diferenta in calcularea rada- : J21904| 148 J&36'81| 209
cinii pdtrate este ca gruparea 1 24 -4 =96 4 40-0=0
. cifrelor cate doua se face atat : 119 288 - 8 = 2304 36 409 -9 = 3681
. delavirgula spre dreapta, cat : 96 0
* sidelavirgula sprestinga. ° 2304 3681
e eeeveveseverescnersannsrssnnnnss o° * m M
0 0
V1,1236| 1,06 4/0,9801| 0,99
1 20:0=0 0] 9-9=81
¢ Cand ajungem in dreptul : 12 206 - 6 = 1236 98 189-9 = 1701
¢ virgulei de la numarul din : 0 81
care se extrage radacina pa- 1_236 501
. trata, trebuie sa mutam vir- : 1236 1701
gula la rezultat. 0— 0—

.
......................................



RADACINA PATRATA A UNUI NUMAR CARE NU ESTE PATRATUL UNUI NUMAR RATIONAL

Sa calculam v514.

1. Despartim numarul in grupe de cate doua cifre, de la dreapta la

stanga.

2. Procedam cum am invatat la extragerea radacinii patrate in exem-
plul anterior. Am obtinut restul partial 30. Cum restul este diferit de 0, 4
algoritmul poate continua (22 este doar un rezultat partial sau poate fi

considerat o aproximare prin lipsa).

3. Vom continua algoritmul si vom calcula doua zecimale. Evidentiem
partea zecimala a numarului 514, completand la dreapta virgulei cu 4
zerouri. Fiecare grupa de cate doua zerouri la dreapta virgulei va per-
mite obtinerea cate unei zecimale a rdddcinii patrate, deci pentru doud
zecimale avem nevoie de 2 grupe de cate 2 zerouri. Pe parcursul calcu-
lului am obtinut 447 - 7 = 3129 > 3000, calcul care nu convine si calcu-
lam 446 - 6. Putem continua sa calculam cate zecimale dorim.

4. Am obtinut o aproximare prin lipsa la sutimi (pentru aproximare fo-

losim semnul ).

V514
V5'14] 22
4 | 42-2=84
114
84
30

v/5'14,00'00

22,67

42 -2 =84
H47—7=3129
446 -6 = 2676
4527 -7 =31689

114
84
3000
2676
32400
31689
711

V514 ~ 22,67

» Calculati cu aproximare prin lipsa la sutimi: \/1,1904; /3,681.

T ATENTIE BERUSTIEARS J3,6810] 1,91
: : 1 20-0=0 1 29-9 =261
- Daca numarul de zeci- 49 [T509-9-1881 268 | 381 1=381
© male este impar, pentru ul- : 0 261
tima grupa se adauga un 0. 1904 710
ererererererr et et e e rrrrraas 1881 381
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KO EXERSATI NS

1. Fara a calcula radacina patratd, incadrati
urmatorii radicali intre doua numere naturale

consecutive: v8; v17; v28;v101; V/180.

2. Calculati radacina patrata a urmatoarelor
numere: 361; 961; 196; 4,41; 10,24; 0,81; 841,
1444; 2116; 2209; 29,16; 0,0529; 75,69; 94,09;
1,1449; 647,1936; 9,006001; 576,4801.

3. Calculati: /1,(7); V1,69; /1,36(1); 1/1,52(1) .

4. Calculati, cu aproximare prin lipsa:

a) /5,3 (la zecimi);

b) /0,097 (la sutimi);

€)1/12,90045 (la miimi).

5. Aflati valorile naturale ale lui n, pentru care:
a) 57 < n?<100; b) 1475 < n? < 1700;
c0n?<598<(n+1)?% d)n?<3746<(n+ 1)~

6.Dacax < 0siy > 0, calculati:

2) 36x7y%  b) JxTYF



CAPITOLUL 1

SCOATEREA FACTORILOR DE SUB RADICAL.
INTRODUCEREA FACTORILOR SUB RADICAL

R i= NE AMINTIM! .

Descompunerile in factori :

primi ale numerelor 441, 676, -
1281 72 sunt: :

441 |3 676 | 2
: 147 |3 338 | 2
D49 |7 169 |13
7 |7 13 |13
1 1
72 |2 12 |2
36 |2 6 |2
18 |3 3 |3
6 |3 1
2 |2
1

-------------------------------------

IMPORTANT

© 0 metoda de calcul a rada- :
cinii patrate este descompu-
" nerea in factori. Daca, dupa:
descompunerea numarului in
« factori primi diferiti, toti facto- :
 rii au puteri pare, numadrul este :
. patrat perfect si radacina sa:
. patratd este un numar natural. .

.
....................................

" Pentru avb, b >0, dorim si
- introducem sub radical facto- :
rul din fata, dar nu stim daca :
| a este numar pozitiv sau ne- :
. gativ. Analizam cazurile: daca :
ra<0,atunciavb=-Ja’ - bsi:
rezultatul este negativ. Daca :
a20,atunci avb = Va’ - bsi:
g rezultatul este pozitiv. :

20

> a) Calculati V441 siV676.

b) Exprimati V12 si, respectiv,
V72 ca un produs dintre un numar
tural diferit de 1 si un radical.

Rezolvare. a) V441 = /3277 = /32 . /77 = 3.7 = 21; obser-
vam c4d, dintre cei doi factori 3, respectiv dintre cei doi factori 7
din descompunere, scoatem cate unul de sub radical.

Procedand in acelasi fel: V676 = v22- 132 =22 -1/132=2- 13 = 26.

b) In descompunerea lui 12, factorul 3 apare o singura data.
Cum nu are un ,factor pereche”, atunci ramane sub radical, iar
V12 =+/22.3 =2 ./3. Spunem ca am scos factorul 2 de sub radi-
cal siscriem 12 =23 (intre 2 si V3 avem operatia de inmultire).
V72 =+/22.32.2 =2.4/32.2 = 218 (spunem cd am scos 2 de
sub radical) sau V72 =+v22-32.2=2-3-v2 = 6+/2 (spunem ca
am scos 6 de sub radical).

» Descompuneti in produs de factori primi numerele de sub
radical, apoi scoateti factorii de sub radical: V225; V400; v24;
Va*bc, c>0.

Rezolvare. /225 =+/52-32=5-3=15;4/400 =v/2%-52=22. 5=
=2; V24 =+/23.3 =+/22.2.3 =26 (in acest caz am scos fac-
torul 2 de sub radical); va?b*c = 1al - b*>+/c (rezultatul trebuie sa
fie un numar pozitiv si, cum nu stim ce semn are a, rezultatul se
exprima cu ajutorul modulului).

EXERSAM IMPREUNA

. SA INV'[M! .......................................... )

% Dacia20sib20,Va?-b=avb.
% Dacia20sib20,Va>"-b=a"Vva-b,nnumar natural.

: % Daciab=0,vVa?-b =la"vb, n numar natural. :

» Introduceti sub radical
factorii din fata acestuia:
4+5; 614; —5+5; 42.

Rezolvare. 45 =425 =+/80; 6 V14 = V62- 14 = /504; -5
V5 este negativ si rezultatul trebuie sa ramana tot negativ, asadar
-55 = -V/52.5 = —\/125; 42 = V422 = /1764.

EXERSAM iIMPREUNA




. SA INVATAM! Z s .
. H . ©
: .
: :
:
:

02~Dacéa>Os,ib20,a\/5=\/a2-b. :
+ Spunem ca am introdus un factor (numar pozitiv) sub radi-
cal, daca factorul este “mutat” sub semnul radical si este ridicat :
la patrat. :
% Dacia<0sib20,avb=-Va?-b.

0
..............................................................................

» Introduceti sub radical fac- EXERSAM iIMPREUNA
torii din fata acestuia:

a) av/5; b) -a+v/8,a<0.
Rezolvare.

a)Dacaa = 0, atunciav5 = V5a?,iardacia < 0 avem a+/5 = -V/5a>.

b) Cuma < 0, avem —a > 0, deci ~av8 = /8 - (-a)? = V8a?>.

T3 EXERSATI SO OO oo OO OO OO ROy .

1. Scoateti factori de sub radical: 5. Precizati care afirmatie este adevarata si care
D a. V45 b. /18 c.v/125  d. V80 este falsa: :
: e.v/300 £ V450  g.v/1008 h.V1350 @ 15v2=5VI18 b.v252=67

D i.v/294 j- V720 k.v/810  1v250 c. 103 =275 d. -4v5 =80

{ m.v2368 n.v/3750 0.+/1323 p.V2880  e240x* = 4x2V15 f V125x2 = 5x/5

: 0.V3072  r.v2268 g. V128 = -4/6 h. xV162 = 9V2x?

2. Scoateti factori de sub radical,dacax 20,y 20, g calculati:

ta20,b20: a.v25-3-vVi6+2-V6h

a.V450a” b.vVBOX®  c.\B2x%y* dV25a’b | 5 9. 5+3. 36

e.72x°y* f.V5x° c.V49 -4 -4 +3-64.

3. Introduceti factorii sub radical: d. V225 - 2 (V144 - V100)

P a.5v2 b.3V5 c.2V3 d. 4V3 e. V121 - 3- (V169 - Vv81)
P e.3V3 f.-2v2  g12v2  h.-6v7  f.V196 - 4- (V144 - V121)
Di.-0,2v3 §.1,5v2  k.1,3)V21 1.22V7 g. V169 - 2 - (V121 - /100)
P m.-9°v23 n.-16v6 0.1,4V5 p.32V6 h. Vi6 - 3 - V25 + V100
r.-2,(3)v3 s.-2,8J125 7 Calculati:

: 4. Introduceti factorii sub radical,daci x> 0,b<0:  a.v121 -3 V81 +2-49;

a.x-b b. x5 c.x?V15  d.5xV3x b, y25.(V64 - [V& - V16|) - V121;
i e —2x2V5x f. 17xb/6b? c.v9 - (V100 - |[V16 - v25]).



CAPITOLUL 1

Am invatat cd numerele :
. rationale pot fi exprimate :
. prin fractii zecimale cu un :
. numar finit de zecimale ne- :
© nule sau prin fractii zecimale :
periodice (simple sau mixte).

NUMERE IRATIONALE.
MULTIMEA NUMERELOR REALE.
INCLUZIUNILEN CcZCcQCR

. .
....................................

Problema calculului latu-

rii patratului de arie 2 cm?
a aparut din antichitate. In-
tr-un Dialog Platonian, So-
crates 1i arata lui Menon,
intr-o lunga explicatie geo-
metricd, ca diagonala unui
patrat cu latura de 1 cm este
egala cu latura patratului de
arie2cm?

- "

» Alegeti din multimea:
A={-5,2; -4; -2,01; -1;0; 1,8;
2;6,(7)} numerele:

a) naturale; b) intregi; c) rationale.

Rezolvare: a) Numerele naturale sunt 0 si 2; b) Numerele in-
tregi sunt —4, —1, 0 si 2; c) Toate numerele din multime sunt rati-
onale. Ne amintimcaN cZ c Q.

> Fie un patrat de laturd 1 cm; aria lui este de 1 cm?. Inchipu-
iti-va cd tragem de colturile patratului si obtinem un patrat de
arie 2 cm?. Ce lungime are latura noului patrat?

Rezolvare: Cum aria patratului este data de formula A = [?, ob-
tinem ca [ = v2 cm. Sa calculam v2.

EXERSAM IMPREUNA

2.0000000 |1414... ) liu‘te{n C(zntinua fextragerea
1 24 4 =96 radacinii patrate si vom ob-
100 281 .1 = 281 tine o infinitate .de zec1mal.e,
dar nu vom obtine o fractie
96 2824 -4 =11296 iodica:
400 periodica:
V2 =1,41421356237... ...
281 Este V2 numar rational?
11900 Presupunem (prin reduce-
11296 re la absurd) ca V2 este numar

604 rational. Atunci putem scrie:
----- V2 =9, b #0(ab) =1,

a, b numere naturale.
Obtinem bv2 = a < 2b? = a? adica 2 divide a, deci a = 2x (este
numar par). Obtinem 2b? = 4 x> < b? = 2x2, adica 2 divide si pe b.
Asadar a si b sunt doua numere pare, deci nu sunt prime intre ele,
ceea ce contrazice presupunerea facuta. Deci v2 nu este rational.

8BS OBSERVATIE R o PO rp PR PP PR E L Lo )

Numarul t = 3,14159265359. ..,care reprezintd raportul din-

¢ tre lungimea si diametrul unui cerc, este numar irational. De- :
monstratia acestui fapt este foarte dificild; ea a fost data de catre
¢ Johann Heinrich Lambert in anul 1767, folosind ideile matemati- :
cianului Leonhard Euler. :

. »
.............................................................................



. IMPORTANT L. SA INV]'M! .......................................... )

.

¢ Extindem iar ideea de numar, pentru ci l-am gasit pe v2 care :
¢ nu este rational. Vom considera ca aceste fractii zecimale (care :
¢ au o infinitate de zecimale, dar nu sunt periodice) reprezinta :
¢ numere irationale. Alte exemple de numere irationale: V3, V5, :
i VB, VI7... :

.

: v' Daca ,/p este numar
: irational si x este numar rati-
¢ onal, atunci x/p este numar
: irational.

: v' Daca in descompu-
: nerea in produs de factori
¢ primi a numarului natural a
. exista o putere cu exponent
¢ impar, atunci va este numar
. irational.

v Nu exista numere rati-
: onale care sa fie irationale.
: Cum puteti formula aceasta
. proprietate cu ajutorul scrie-
¢ ril matematice?

v/ Radacina patrata a ori-
i cdrui numar rational mai
¢ mare sau egal cu 0, care nu se
poate scrie ca patratul unui
{ numar rational, reprezinta
: un numdr irational.

v’ Exista radicali numere

: rationale, de exemplu V4. L lor irational S cuR-Q R\Q
! Exista radicali numere iratio- Multimea numerelor irationale se noteaza cu R - Q sau R\Q;

: nale, de exemplu V3. :NcZcQcR.

»
Peseverevererevereversrsenenrvesrsves® P e P PPN I I B I PP PPN I NP YNNI I IO IP NI IR IIRIIYIRIIVIOTIYYTIOITITYTRIOTITYITITBITYTITPI”

»
............................................................................ «

-BS OBSERVATIE R er o R eI PP PRPRPRERRP P .

‘ Radacina patrata a unui numar real g, a 2 0, este numarul x, :
© x 2 0 cu proprietatea ca x? = @; cu alte cuvinte, un numar x, mai
: mare sau egal cu 0, al carui patrat este a.

M

. SA INVTM! ..........................................

¢ < Reuniunea dintre multimea numerelor rationale si multimea :
: numerelor irationale este multimea numerelor reale, notata cu R.
¢ % R, este notatia pentru multimea numerelor reale pozitive

R/

¢ % R_este notatia pentru multimea numerelor reale negative .

3 .

i % R, U {0} este notatia pentru multimea numerelor reale nene-
. gative, R"= R - {0}

M R R R I Oy

NcZcQcR

» Calculati, folosind aproxi- EXERSAM iMPREUNA
marile: VV2 ~ (1,41 ~ 1,18.
» Alegeti din multimea
A={-3,(5);-2;-V3; -1,6;0; v1;V4; 25, 5; 7,2} numerele:

a) naturale;  b)intregi; c) rationale;  d) irationale.
Rezolvare. a) numere naturale: 0; V1 = 1; V4 = 2 si 5; b) nu-
mere intregi: -2, 0; V1 = 1; V4 = 2 si 5; ¢) numere rationale: —3,(5);
-2;-1,6; 0; V1; V4; 5 si 72; d) numere irationale: —v3; -2+5.
> Arataticd:a)Vo5n+3€QneN;b)vi-2-3-... - 17+7 ¢ Q.
Rezolvare. a) 5n + 3 reprezinta un numar natural cu cifra uni-
tatilor 3 sau 8, deci nu poate fi un patrat perfect; b) in produ-
sul numerelor 1 -2 -3 -... - 17 regdsim factorii 2 si 5, deci cifra
unitdtilor produsului este 0, iar ultima cifra a expresiei de sub
radical este 7, care nu corespunde cifrei unitatilor niciunui patrat

R\ Q=I perfect.

23



CAPITOLUL 1

B IMPORTANT Aflati partea intreaga si EXERSAM IMPREUNA

v Numim partea intreags partea fractionara a numerelor:

a unui numar x (notata [x]) cel 3;-1,17; V3.
' mai mare numar intreg mai : Rezolvare.
 mic sau egal cu numérul dat. [81=3si{3}=0;[-1,17] = -2si{-1,17} = -1,17 - (-2) = 0,83;
| Exemplu: [2,7] = i [-v3]=[-1,732050807..] = -25i{-V3} =2 - V3.
v Numim partea fractio- :

nara a lui x (notata {x}) di-:

 ferenta dintre numarul x si 55 K &) DESCOPERITI PP

partea Sa mtreaga

Exemplu {2,7}=2,7-2=0, 7 ©  Cum folosim calculatorul stiin- |~ =
................................. ' fific pentru a calcula valoarea, cu o T  —
.‘ : a[jroxima.';ie oarecarej, a radacinii "'_-_ _ — ; —_ I:_‘_:I
- o “ @ patrate dintr-un numar? - O
© Radicalii nu sunt singurele : Observam in poza, pentru v7, | = = s
- exemple de numere irationale! | i cuym gisim valoarea aproximati | . . . . . .
- Deexemplu, 0,123456..., format :  : prin lips la trei zecimale: apasam 7,
- prin alaturarea (ca zecimale in : ¢ dupi care apdsam tasta v . Stim ¢a v7 este numar irational si ob-
 acestnumar) tuturor numerelor : i servam numarul mare de zecimale, dar oricum si el (numarul de
: naturale nu este o fractie zeci- ©  : zecimale) este limitat de ecranul calculatorului. Cu o aproximare
 mala periodic, ci tot un numar . @ detreizecimale V7 ~ 2,645.In coltul din dreapta sus observati :
: - irational. Construiti si voi astfel .\ sqrt(7), care este abrevierea pentru radical (din 7 in cazul nostru)
: de numere irationale! i ! sivinedelasquare root.
M3 EXERSATI R R S S SRS RS _
: 1. Calculati cu aproximare la zecimi radicalii: €)/180(2x + 1) €N;

Pads bVT__ VB dv8  evV10  d)V1+20+27+27+... +27 =2%
: V13 g 45,61 h.,/94,52 i.,/75,32
©§.4/371 k.v11 1.VJi6

6. Aratati ca:

aAVon+2¢QneN; b)v6"-4¢Q, neN.

2. Demonstrati cd numerele V5, V7, 2v11,v/20, - Aratati ca: :
V68 nu sunt numere rationale. A)VI+3+5+.  +71ecQ;
I'I“_‘ 3. Aflati partea intreaga si partea fractionara a b)V1+3+5+...+97 € Q.
- numerelor: —4; V49; 6,25; -2 V5. 8. Aratati c&, daca p este prim, atunci Jp este
: 4. Alegeti din multimea A = {-3; —-2,14; -y2; numarirational. :
-1,(6);0;2,(1);V/5 ; 4;6,12} numerele: 9. Aratati cd, daca /p este numar irational si x
: a) naturale; b) intregi; este numar rational, atunci x,/p este numar :
: c) rationale; d) irationale. irational.
5. Aflati cel mai mic numar natural nenul x pen-  10. Aratati ca, daca in descompunerea in factori
. tru care: primi a numarului natural a exista o putere cu :
a)V12-xeN; b) /6(x + 1) €N. exponent impar, atunci va este numar irational.



MODULUL UNUI NUMAR REAL

oy [15 o . -—
> Calculati: a) |ﬂ|;b) |-V6l; EXERSAM iMPREUNA A i= NE AMINTIM! -
o) -1,2;d)|-2V7l; e) I4\F|' f)0l. . La fel ca la numerele ratl- :
Rezolvare. a) |% 73’ b) |-v8| = - onale, modulul (sau valoarea :

¢ absoluta) unui numar real este
© distanta pe axa numerelor de
la origine la reprezentarea nu-
¢ mdrului. Modulul unui numar '

: - ' real z i are va- :
. SAINVATAM! RIS L eal se noteaza cu lal si are va :
: . loare mai mare sau egala cu 0.

0 -1,2|=-1,2; d)|-2v7]=2V7; e)I4J‘I=4J§; f)lol =

¢ %% Modulul oricarui numar real este un numar mai mare sau egal : a,a>0

: cuO:lal 2 Ooricarear fia € R. " liw=<0a=0

© % Modulul numarului 0 este numarul zero: lal = 0 < a = 0. P -a,a<0

: + Modulul unui numar real este egal cu modulul opusului sau: : e
¢ lal = |-al oricare ar fia € R. :

+ Daca doua numere reale au acelasi modul, atunci ele ori sunt
. egale, ori sunt opuse: |al = |bl & a = +b. :
: + Modulul produsului a doua numere reale este egal cu produ- :
¢ sul modulelor lor: la - bl = 1ai - [bl. :
i Modulul raportului a doud numere reale este egal cu raportul 0

© modulelor lor: |%| :Z:,b # 0.

% Pentru orice numar real b, b > 0 au loc relatiile: m, r M1 1“
Clal<sbe -b<ac<b; lal>2bs (a<-bsauaz=b). : '

. .
............................................................................

» Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor: EXERSAM IMPREUNA
a) V11| < 0; b)—|1%| >0; ol-2v2l20; d) |—% =0,4; e)l-3l<3;
f)I-51<-5; g I5+71<I51+17l; h)|-5+7]<|-5+][7I.

Rezolvare. a) |v/11] < 0 este fals pentru cd modulul este intotdeauna mai mare sau egal cu 0;
b)=[17]
d) |—% = 0,4 este adevarat; e) |-3| = 3 < 3 este fals; f) |-5| < -5 5 < -5 estefals; 2) 5+ 7| < [5] + |7| &
& 112 € 12 este adevarat; h) [-5 + 7| < [-5] + 17| & 12| < 12 este adevarat.

> Pentru a = V2, calculati: a) 1-al; b)I-al - 1; ¢) 1al-I-al.

Rezolvare. a) I-al=|-v2|=v2;b)1~ai-1=v2 - 1;¢) lal-I-al = V2 - V2 = 0.

» Aflati x numar real pentru care: a) Ix| = 112; b) [2x + 1] = —=1; ¢) I-x1 = 0.

> 0 este fals pentru ca opusul unui modul este intotdeauna negativ; c) |-2 V2| > 0 este adevarat;

Rezolvare. a) IxI = 12| © x = £12; b)[2x + 1| = -1 are solutia S = @ pentru ca un modul nu poate
fi niciodata negativ; c)|-x1=0daca -x =0, adica x = 0;

25



CAPITOLUL 1

> Aflati x numar real pentru care: a) I3 - xI + I6 - 2x| = 6; EXERSAM IMPREUNA
b)I1 -xl=12x-2l;¢) 4- |3x_1| 5; d)liﬁl = xI =6,x#0,x # 1.
Rezolvare.

QAI3-xI+16-2x1=6<13-xI+[2B-x)|=6<13-xI+12|-13-xI=6<3I3 -x|=6< x€{1;5};
b)I1 -xI=12x-2le|-(x-1D|=]2x - D|el-1] - Ix-1=12] - Ix - 1l Ix -1 =2Ix - 1| |x - 1] =
< x = 1; ecuatia poate firezolvata si astfel: |1 - x| = [2x - 2| ©1 - x=+(2x - 2);cazull: 1 - x=2x-2 <
o3=3xex=1sicazulll: 1 -x=-2x+2=>x=1;

c)4-|?’x—_l|=5©4-lg’il}_lll=5®|3x—1|=5©xe{—%,2};

|5x| -1 _ I50-1x1 | Ix- |
d) 1x1 -xl = 6 11 Ix —

= 6 < 6 = 6 relatie adevarata pentru orice x € R\{0; 1}.

> Afla;ixnumér intreg pentru care: a) IxI 2 15; b) Ix1 < 3; ¢) [2x + 4] < |-2|.

Rezolvare.a)I1x 215 x<s -15saux2 159 x€e{... -17; -16; -15;15;16;17...};
b)ixis3e-3<x<3exe{-3;-2; -1;0;1;2;3};
OlR2x+4l<|-2l©2x+4l<2© -2<2x+4<2o-6<2x<s-2&-3sxs-1oxe{-3;-2; -1}.

> Calculati: a) [-5v2[; b) [-5v2 - 3l; ©) V(V2 - 1)2; d) V(1 - v3)2.
Rezolvare. a) |-5v2| =5v2;b) Cum -5v2 -3 < 0,avem |[-5v2 - 3| = =(-5v2 -3) =52 + 3;
VW2 -12=V2-1l=v2-1/2~1,41>1); dV1-v3)2=11-V3|=v3-1(H3~1,73>1).

.. fo EXERSATI R RRTRIIN )

: 1. Calculati: [-15l; |-1,3]; V12]; V121 - V169]; 5. Aflati numerele reale x pentru care:

—|-7V5l: |-6 V5 + 17 - v/289. a)lx+11=115; b)l2x-3I=1-7l;

2. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor: ¢)Ix-11+[2x-2/=6; d) :éi:g: =%,x¢ —%;
L Q-V37l<0; B)[-13[20; -1-3VB1205  e)jax— 31+ Jax - 6] +19 - 6xI =

L -¥=1,6; eI-8-101<I-8-I-10}; )+ 21+ 2150100 Joxe sy

: ) ix1<0; g) x*Ix1 2 0.

: 6. Aflati numerele intregi x pentru care:
: 3. Fara a calcula modulele, explicati de ce ur- 5y x>0 b)xi27; o) ix1<4 d)ixi<o0.

: matoarele egalitati sunt adevarate pentru orice

: numar real x: 7. Calculati: a) |3 - % ; -1,85|;
: _ =131, b2 =Bk

P A 20-11,51 =13 B 3] = 131 Ol + 11 - 1; |4 - v25] + V16 - 2

E C)|§| =m_ d)|X+2| 1_|X+2|+|3|

: 181~ i3 8. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
se)a-(2x-1)|+8=l4l-(12x - 11 + 2); aA)ZCcR; b)RcQ; ¢ -V9e€Q;
f)|3x2_+9|_|3| - |%|-(Ix+3|—|2|) DR-QNQ=g; e)V28¢Q;

f) 4,01001000100001... € Q.

4. Pentru a = V5, calculati: . .
: ’ 9. Rezolvati ecuatia:

fa)i-al; b)i-al -5 0 la-i-al. lixi+ 1] - 3| + 5 = 20.



COMPARAREA SI ORDONAREA NUMERELOR REALE.
REPREZENTAREA NUMERELOR REALE PE AXA
NUMERELOR PRIN APROXIMARI

¥ = NE AMINTIM! .,

» Reprezentati pe axa numere- EXERSAM IMPREUNA
lor: A(1); B(2,5); C(-1); D(=3,5). © Se numeste axa numere-
» Cum reprezentam pe axa numerelor numerele irationale? : lor ansamblul format din: o
Rezolvare. Ne vom referi la reprezentarea numarului v2. dreapta numita directie, un
La calcularea numarului v2 obtinem ca aproximari: : . punct pe dreapta (notat cu 0)
‘ numit origine, un sens (spre
dreapta), o unitate de masura.

Aproximare | Intregi | Zecimi | Sutimi | Miimi | Zecimi de miimi

prin lipsa 1 1,4 1,41 | 1,414 1,4142 ! ori B " 1 te £ :
; * Orice numar rational poate fi :
prinadaos | 2 1,5 | 1,42 | 1,415 1,4143 : ronat poate 1 ;
: : reprezentat pe axa folosind :
: ! : : 2 : unitatea de masura cu care :
v ; 2 1 : : masuram, incepand de la ori- :
_ : gine. Numarului ii va cores- :
A7 . . :punde un punct notat cu o
¢ I S S — si asa mai departe ... S < <
14 18 o litera mare. Spunem ca numa-

rul este coordonata punctului
: respectiv. De exemplu, daca
punctului A ii corespunde nu-
{ / SAINVATAM! SRR ) marul 1, vom nota A(1) si vom
¢ : “ citi ,A de coordonata 1”.
Putem reprezenta numarul v2 cu exactitate (exceptie erorile i v ceeeeeeiiiiii
datorate instrumentelor de masura) astfel:

¢ e Desenam un triunghi dreptunghic isoscel, cu lungimile ca- :
: tetelorde 1 cm. P IMPORTANT

e Calculam lungimea ipotenuzei: : ¢ Inreprezentarile anterioare
i2=12+12=i2=2 =i =2 (Teorema lui Pitagora). ¢ :ne-am folosit de incadrarea pe :

e Luam in deschiderea compasului lungimea ipotenuzei si, cu : : axaa pozitiei corespunzatoare :
varful compasului in originea axei (0), trasam un arc de cerc care : numarului v2 intre perechile :
taie axa numerelor spre sensul pozitiv, obtinandu-se punctul M(v2). de numere rationale ce repre-
:  Daca trasam si un arc de cerc care taie axa numerelor spre : @ zintd aproximari ale sale; cu :
sensul negativ, obtinem si punctul M’(-v2); —v2 este opusul nu- : : ¢ cat numarul de zecimale ale
* marului v2. ; aprox1mar110r creste, cu atat :

csesscne

s eeccscsce
.t

cesee

: mcadrarea este mai precisa. !
A ! : Insa, prin acest procedeu, de
: ¢ fiecare datd doar ne vom apro- :
: ; " ? <. 4 ; ; - pia de pozitia exacta cores- :
V2 o N punzatoare numarului v2.



CAPITOLUL 1

E . DESCOPERITI W . SA INV'[M!

Cum au fost determinate lun- @
glmlle segmentelor inscriptio- :

© nate cu valoriin desenul urmator. *
. .

Putem reprezenta numarul v3 folosind aceeasi metoda ca
© pentru v2: desenam un triunghi dreptunghic cu o cateta de lun-
¢ gime 1 cm si cealalta cateta cu lungimea v2 cm (determinata mai

2222200

© ¢ sus); lungimea ipotenuzei (i = 1? + v22) va fi de v3 cm. Cu ajuto- :
¢ rul compasului determindm punctele N(/3) si N(-V3) pe axa.

. B
200 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s"

g

(e

M) OBSERVATII

.
||i“
-

®epccszzet

. 2t .
v i “

. s .

Astfel putem reprezenta pe axa numerelor orice numar real
(cu aproximatie sau cu exactitate).

88000000008 000000800000000000000008000000000000 0000000080000 0000000s000ssssn”

Numerele reale se reprezinta ca fractii zecimale finite sau ca
fractii zecimale infinite periodice sau neperiodice. In consecinta,
regulile de comparare ale numerelor reale sunt cele invatate la
numere rationale.

.
Ye ssvsevesvrssessesessrssessesersrs O

s sxae
. .,

.

R == NE AMINTIM!

Comparamnumererationale:

v" Dintre doua fractii pozi-
tive cu acelasi numitor, este
: mai mica fractia cu numarato-
:rulmalmlc —<—dacaa <b,
- oricare ar fi numerele naturale

: a,bsinumarul natural nenuln.

tsccsccocee o,

sescccssssaczsses
*sesccsssssscacsen®

.
..qrmmuqnmmummuummuummuummuqnmmuqnmmuqnmmuqnmmuqnmmuqnmuulhl\hhlhl\hhlhl\hlllhl\hlllhl\hlllhl\hlll\l\hir.

. ¥ Dintre doua fractii pozi- > Comparafi numerele: EXERSAM IMPREUNA

! tive cu acelasi numarator, este 2. 3. 5

: : ) a) siz; b)-5si-

: mai mica fractla cu numitorul ) o

:  mai mare: 2 < 2 daca a > b, Rezolvare. a) 5 > = deoarece este mai micd fractia cu numitorul
. oricare ar fi numerele naturale mai mare; b) Vom compara intai modulele,% > %, deci —% < —%

N

: nenule @, b si numarul natural m.
v' Pentru a compara nu-
mere rationale pozitive scrise
sub forma zecimala, compa-
ram intregii, apoi partile zeci-

> Comparati numerele: a) V3 si —v5; b) V6 si V7; ¢) 23 si 3+/2.
Rezolvare. a) V3 > -+/5 deoarece numarul negativ este mai mic;
b) V6 < +/7 pentru cd 6 < 7; ¢) Introducem factorii sub radicali si,

cum2+v3 =v12si3v2 =/18,avem V12 < /18, deci 2v/3 < 3V2.

ma‘l/e (dac% intregii sunt egali). > Ordonati crescator numerele: a)— —%, —g, g, ;—%; 1;
Daca avem un numar b) 1.2: —3,6); V6 \/_ 5\/_ 5
ational negativ si un numar 10
Rezolvare. a) —=; ——, - O 1,7,—

b) Comparam intre ele numerele negative, -3,(6) < -3 < -6, apoi le
comparam intre ele pe cele pozitive: 1,2 < V18 ( = 4,24...) =
=32 < 5+/2. Obtinem: -3,(6); -3; -v6; 1,2; V18; 5v2.
» Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
a)1<v2<1,4b)vV3>1,73;¢) -4 < -V15<-3;d) -V17 = -4.
Rezolvare.a) 1 < /2 < 1,4 fals; b) V3 > 1,73 adevarat;
c)-4<-vJ15 < -3 & 4 >+15 > 3 adevarat; d) -v/17 > -4 fals.

ra
rational pozitiv, este mai mare
numarul pozitiv.

v Daca avem doud numere
rationale negative, este mai
mare cel cu modulul mai mic.

v’ Daca reprezentam nume-
: rele pe axa, numarul din stanga
: este mai mic decat numarul
dm dreapta.

Ry rrre

e
.
R R R R OOy



> Reprezentati pe axa elementele multimilor: EXERSAM iMPREUNA
A={xeN|1<svx<2},B={xeZ|1<Ix1<3}.

Rezolvare. 1 s VX <2 & 1S x<4; —
A={xeN|1svx<2}={1;2;3;4} # "g__.
0
siB={xeZ|1<1x1<3}={-3; -2, -1;1;2;3 5 (" . 2 : 3 : t

> Explicitati modulele: a) [2 - V3]; b) [2V5 - 5V3];
0)(4v2 -5,6))% d)[2v6 +3V7l; e) |-v2 - V3.

Rezolvare. a) Rezultatul |2 — v/3] trebuie s& fie numar pozitiv. Cum v3 ~ 1,73.. < 2, rezulta
|2 -V3l=2-V3;
b) 25 =20 < V75 = 543, atunci |2v5 - 5v3| =5v3 - 2/5;
¢) Calculam 42 = v/32 = 5,6568.. ; /(4 V2 - 5,(6))? = [4v/2 - 5,(6)| = 5,(6) - 4V2;
d) In modul avem un numar pozitiv, [2V6 + 3v7| = 2V6 + 3V7;
e) Expresia din modul este negativa: |-v/2 - V3] = -(- v2 - /3) = V2 + V3.
> Incadrati numerele reale intre doua numere intregi consecutive, apoi aflati, pentru fiecare, par-
tea intreaga si partea fractionara: a) v28; b) —-/14,14; ¢) ,/101,101.
Rezolvare. a) Cum 25 < 28 < 36, avem 5 < V28 < 6; [V28] = 55i {V28} = 28 - 5;
b) —4 < —\/14,14 < =3; [-/14,14] = -4 si {-J14,14} = -\/14,14 + 4;
)10 <,/101,101 < 11; [{/101,101] = 10si {101,101 } = /101,101 - 10.

UCY EXERSATI oo oo OO sRReRo _

1. Reprezentati pe axa numerele -v7; -0,5;0,8; 5. Explicitati modulele: a) [3v2 - 2V3]; :
¢ 24/3;1; -3, precum si numerele care au modulul b)15v5 - 8V2l; ¢)|v39 - 6,(5); d)I8V15 +V77; :
egalcu1,1. e)|-vi2 - vi3l; ) 2v7 - 7)% g) V(5V2 - 4+/3)2.

;2. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor: 6. Incadrati numerele reale y0,5; v&; —V6; V8; :

P 92555223 b) V7 > 2,65; V19; —{23,42; V271; —V341; V1400 intre doua :
: =5 <-V19 <-4 d)-v13 2 -3. numere intregi consecutive si apoi aflati partea :
: 3. Comparati numerele: intreaga si partea fractionara a numerelor.

a) % sit b)3,1(24)si3,12(4); © _% si _%; 7. Ordonati descrescator numerele:

: 17!

P d)V8si-V10; e)v28siv32; f)5v2siav3; AN2+1L oy 5 2v2-3l v8; 11-2v2];

. -1

: 8)-5V35i-4V5. b IV3+2l; &y ;5 12v3 -3l v27; |2- V3l

4. Ordonati crescdtor numerele: 8. Reprezentati pe axa elementele multimilor:

: a)7; -3V6;5V2; -4V3;2V13;3V5; -2V14; A={xeN|ixis2},B={xeZ|x <2},

: b)15v2; -19; -6/10;12V3;0; -142; C={xeN|V5<vx<3).

© -10V3; 14 : . .
: P 9. Calculati |x-y|+|y -z +1z-x stiind ca :
P 0 =1,(2);3,(6); ~V17;7V3;9V2. z <y < x,unde x, y si z sunt numere reale. :



CAPITOLUL 1

ADUNAREA SI SCADEREA NUMERELOR REALE

- 2 == NE AMINTIM! » Sa adunam numarul rational EXERSAM iIMPREUNA

- Am invdtat in clasele ante- 2 cu numdrul irational v2.

- rioare sa adunam si sa scadem e Reprezentam cele

. numere rationale. doud numere pe axa din

© ¥ Calculati: . figura alaturata si mutam

1a)31,2-3,12+1,92; sageata corespunzatoare

b) % + % - %; nur.r.lérului V2 irl varful sa- *—O'L—ﬂ,_:,f_g—""'

10 (-13)- (+15)+7-(-30). | 8elll corespunzatoare nu-

" Rezolvare. . marului 2. Obtinem o sageata care indica pozitia sumei celor

a)31,2-3,12+1,92 = doud numere, pe care o notdm 2 + 2.

| =28,08 + 1,92 = 30;  Argumentam ca numarul 2 + v2 este irational: daca 2 + v2 =

pyled _5_6 10 15_1, = @, a numar rational, atunci a - 2 ar fi numar rational si, cum
471278 2424 24 24

: : a-2=+/2,amobtine ca v2 ar fi numar rational, ceea ce este fals.
Q1) -G1H+7-(=30) = ¢ * Folosind aproximari ale numarului irational v2, putem ob-

= T13-15+7+30=9. tine aproximari ale numarului irational 2 + v2:
T e E s — Zecimi Sutimi
© Am argumentat, in exer- : Aproximare prin lipsa 1,4 3,4 1,41 | 3,41
. citiul aldturat, cd 2 + V2 este : Aproximare prin adaos 1,5 3,5 1,42 | 3,42
! numar irational. :
: Mai general, dacia € Qsi * » Asadar suma numerelor reale 2 si v2 este numarul real 2 + V2.

¢ x € R\Q, ne punem intreba- :
. reacefelde numarestea + x? :
Sa presupunem ca, daca :

» Sa adunam numerele reale v2 si v2.
e Reprezentam pe axa,

' @+x=b,bar fi numar ratio- : €1 T (S ClRGE 6 I e a

EE nal Obti;lem cix=b-aeste SE obfinem v2 ++/2 =22 ARl VE

: T . ol > Putem afirma si c3, | ~ I
¢ numar rational (ca diferenta : ’ 0 | \

© de numere rationale), ceea ce : de exemplu, 2v2 +3V2 = &

: ! ) : 57 . 0 2 AV

“ este fals.

: + Prin adunarea a doua numere reale a si b se obtine un numar real, notat a + b, numit suma nu-
¢ merelor a si b. Numerele a si b se numesc termeni. :
‘ + Suma a oricare doua sau mai multe numere reale nu se schima daca:

e schimbam ordinea termenilor: a + b = b + a (adunarea este comutativa).
e grupam termenii in moduri diferite: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) (adunarea este asociativa).

«» Numarul O este element neutru la adunare: a + 0 = a, oricare ar fia € R.



. H . o
: :

+ Orice numar real a are ca opus numarul real —a,a + (- a) = 0. '

% Daca a, b sunt numere reale, se numeste diferenta numerelor a si b numarul real ¢, notata - b, :
. care este suma dintre a si opusul lui b.
. % Decia-b=a+(-b),pentruorice numere a si b. Numarul a se numeste descdzut, b se numeste
© scazator si ¢ se numeste rest sau diferentd.

. .
» K
® 5P 000000000 000000000000 00000000 08000000 08000000 000000080000000800000008000000000000000000000000000000008000000 000088 ©

' Suma dintre un numar rational si un numar irational este un numar irational.

o v . ATENTIE .
> 2,75-2+3 -1,46-0,29 = EXERSAM iIMPREUNA

=2,75-1,46-0,29-2v3=1-2 % In calculele cu numere '
: reale, rezultatul poate ramane

> %+\/§_ 3,25+ 1%= \/§+%_%+%= \/3_%_ exprimat ca suﬁnﬁ sau dife-

. rentd de numere reale. :
% Rezultatele calculelor
» alaturate sunt noi exemple de :
. numere irationale. :

. v
.....................................

Ne punem intrebarea:
Ce obtinem cand adunam doud numere irationale, reprezentate
prin radicali?

avc +bvc=(a+b)Jc,oricare ar fi numerele rationale a si b si numarul irational vc.
' 3 i Cu alte cuvinte, daca in operatia de adunare/scadere este acelasi radical, se aduna/scad
v numerele din fata radicalului (aplicam metoda factorului comun!).

o . i Y IMPORTANT .
> V2 +3V2+6V2 = EXERSAM IMPREUNA E
V2(1+3+6)=10V2; :
> 10v/3 - 23 +/3 =9V3;
> V5 + /20 - V45 + /80 - V125 = V5 + 25 - 35 + 445 —

: v In primele trei exemple
© din exercitiul alaturat suma/ :
diferenta unor numere irati-
: onale este un numar iratio- :

-5v5 =-5; \ nal, iar in urmitoarele doua :
» 5v2 +(=v/50) = 5v2 - V50 = 5v2 - 5v2 = 0; exemple rezultatul calculului

. t ar rati l. .

> (2+3v3)-(1+V27) = 2+3V3-1-v27 = @-D+ | SO NN NUMATISona :

: v Atunci cand intr-un :

+(3v3-3v3)=1. * calcul exista radicali diferiti, :
> V2 +V3 +5v2 —4/3=(2+5v2)+ (V3 - 43) = © se grupeaza si se calculeaza :
6V - 33 ¢ termenii cu acelasi radical, :

. iar rezultatul poate ramane !

> V12 -V18 +V27 +V32=2V3 -3V2+3V3 + 42 = . sub forma unei sume de nu- :
=5V3 +v2 . mere irationale diferite. ‘

.
..................................



CAPITOLUL 1

V5+(-+5)=0)

.
....................................

M T ATENTIE

< Nu exista numere reale *
¢ care sunt in acelasi timp si ra-

© tionale si irationale!

v < Tipul rezultatului sumei/
. diferentei a doua numere ira- :
 tionale depinde de termenii :
: implicati, rezultatul putand :
" fi, dupa caz, fie irational, fie :

.
.....................................

B (3 EXERSATI

: 1. Calculati:

:a)4/6,4 - /8,1 +4,9;

b) 22V2 - 15vV2 +17V2 - 22 +3V2;
© 0)4/0,0(2) +/0,0(8) - {0, 1(9);
i d)2V72 - 418 - V128 - 3V/50;

© €) 28 - 4418 - V32 + /50

- IMPORTANT

¢ v Suma dintre un numar :
irational si opusul sau are ca
¢ rezultat numarul 0, deci un:
: numdr rational! (de exemplu, :

> Sa calculam:
a) V25 - 316 + 2/64;
b) 3V8 - 5v72 + 218 - /50;
V(1 -v2)2 + (V3 - v2)? + V3 - V&l.

Rezolvare.
a)V25-3V16+2V64=5-3-4+2-8=5-12+16=09;
b) 3V8 -5v72 +2v/18 -/50=3-2V2-5-6V2+2-3V2 -
-5V2=-23V2;
)V -V2)2 + (V3 -v2)2 + V3 - V&l = [1 - V2| + V3 - V2| +
V3 -Val=v2-1+V3-v2+2-V3=1.

» Dati exemplu de doua numere irationale a cdaror suma sa

EXERSAM iIMPREUNA

fie un numar rational.

Rezolvare.a=1++/5sib=1-V5;a+b=1+/5+1-/5=2.

2. Stiind cd a = 2V3+5V2+3V5, b = 22 :
-3v3 -5V5sic=3v2-5V3-25,calculati: :
a)a+b+c; b)a+b-c¢; ca-b-c :
3.Calculati(@+b-c) -(a-b-c)sia+b+cdaca:
a)a=2V2+V5-3V7, b =3V2-2V5+4V7, :
c=-5v2 +5 -VJ7; :
b)a=+v8 - V27 +V11,b=+/32 + /3 - V11,

f)12v3 - 4v2 - (V3 - 3V3 +5V2);
 §)3720 - VA5 + 35 - 280;

: h)3v6 - 224 + V54 - 24/150;

L )VT6 - V25 +3,6;

) (3vV6 -3 +2V6) - (5v6 -2V3 +2V3);
L 100, - /0,8 + 3,5);

: 1)(23V6 - V3 +12V6) - (2476 - 46V3);
m) 2+/3 - V27 - 2J12 +/48;

: n)2V12 - V27 - 375 - J108;

L0V -2 - vz - 70

: p)V2V3 -4 - (3 - 2.

c=v18 -v12 +2V11.

4. Calculati si rotunjiti rezultatele:
a)2V2 +3V3 - (V2 +243);

b) V125 + /5 - 55;

0) V18 +V12 - V3 + V5 - 3V/2.

5. a) Dati exemplu de doua numere irationale a
caror suma este un numar rational.
b) Dati exemplu de doua numere irationale a
caror diferenta este un numar rational.
c) Dati exemplu de doua numere irationale a
caror suma este un numadr irational.
d) Dati exemplu de doua numere irationale a
caror diferenta este un numar irational.



iNMULTIREA SI iMPARTIREA NUMERELOR REALE

SA INV'[M! ......................................... .

% Prin inmultirea a doua numere reale a si b se obtine un :
: numar real, notat a - b, numit produsul numerelor a si b. Nume- :

. rele a si b se numesc factori.

% Produsul oriciror doui sau mai multe numere reale nu se :

: schimba daca:

e schimbam ordinea factorilor: a-b = b-a (inmultirea este :

. comutativad).

e grupam factorii in moduri diferite: (a-b) -c=a-(b- c) (in-

¢ multirea este asociativa)

% Numarul 1 este element neutru la inmultire: a- 1 = q, ori- :

ccarearfiaeR.

: + Inmultirea este distributivd fata de adunare si fatd de sca- :
: dere,adica: a-(b+c)=a-b+a-csia-(b-c)=a-b-a-c,ori- :

: carear fiq, b, c numere reale.

% La inmultirea a doua numere se aplica regulile pentru :

isemne B BD=H); - O=E); - BH=E); (-G =E).

.............................................................................

»>5-2/3=(5-2)-v3=10V3;
»-445.0,5=-(4-0,55=-2
»3vV2-5V7=3-5-V2 -7 =15/14.

EXERSAM iIMPREUNA

. SA INVTM! .............................................

Q) (-3)(+5) ~ (-30) : 15 =

:va-+b,a,b>0este

R := NE AMINTIM! ‘

Am invdtat in clasele ante- :

' rioare sa inmultim si sa impar- |
¢ tim numere rationale.

v' S3 calculam:

12)1,2-0,5-3,6:6+1,3;

1 0) (-3)(+5) - (=30 : 15,

Rezolvare.

©a)1,2-0,5-3,6:6+1,3=
1=0,6-0,6+1,3=1,3;

ThyA_4 7 _4_7_ 3_ .
: b) 3=-5=-1;

373’43 3

. 0
.....................................

v Inversul numarului

IMPORTANT

1
va-+b’

© iar opusul numarului vb - va :
© este -(Wb - va) =
.=va-b.

bevas

. -
..................................

........................................

: i =xyJa-b si XYa_x, [a
F1ea,belR+.Atunc1(xJE)-(y\/g)—xy a-b si b Y \/;,y,b;eo.

..................................................................................

> Sa calculam:

a)(2v3) - (5V5); b)(-8V6) - (4v2); o) (4V15) - (-3V5);

d) (=v18) - (v12); e)Zm(%—%); £) V243 (V2 + V32 + 3J72).

Rezolvare.a) (2v3) - (5v/5) =(2-5) - (V3 -V/5) =10V/15;
b) (-8V6) - (4V2) =-32V12 = -64+/3;
€) (4V15) - (-3V5) =-1275 = -60+/3;
d) (-v18) - (-v12) =v/18-12 =+/32.2.22.3 =66;

e)2\/ﬂ(%—%)=2@-%—2@-%=6ﬁ—2@=4;

.
......................................

EXERSAM iIMPREUNA

£) V243 (V2 + /32 +3V72) =93 (V2 + 42 +18+2) =93 - 23V2 = 207 /6.

33



CAPITOLUL 1

> Sa calculam: a) (12v3): (4V3); b)(-8V6): (4V2); EXERSAM IMPREUNA
©) (-24v15):(=3V5).

Rezolvare: a) (12v3) : (4vV3) =(12:4) - (V3:v/3) =3; b) (-8v6): (4V2
) (-24v15): (-3V5) =8+/3.

> Calculati: a) V5 (2v3 - V5); b)(3vV2 -vV7)(V2 - 4V7);¢c) (2V3 -V/5)(2V3 +V5);

d) 45 - (2V15 - 3V10) - 40v/3 +59v2;e)3- (V12 - V3) +2- (8 V3 - 6V3) - 4+/3.
Rezolvare: a) /5 (2V3 - v/5) =5 -2V3 -5 -/5 =215 - 5;

b) (3V2 = V7)(V2 = 4V7) =3V2 - V2 =3V2 - 4T =T -2 + V7 - 47 = 34 - 13V14;

0@2V3-V5)(2V3+V5)=7;

d) 4+/5 - (2V15 - 3V10) - 40V3 + 592 = 45 - 215 - 4/5 - 3V/10 - 403 + 59V2 =

=403 - 60v2 - 403 + 592 = -V/2;

e)3- (V12 -v3)+2-(8v3-6v3)-4v3=3(3)+2(2V3)=73.

V2-1,V3-V2  JA-3
» Calculati: 7t 75 t Ay

v2-1 V3-v2 VA-V3_Y2 _ 1 V3 _V2 V4 _ V3

Rezolvare. = 5 2 v vatVe Ve vz iz
o, 4,11, 1_1
B Bte n Ity

> Calculati produsul dintre inversul numarului v3 - v2 si opusul numarului v2 - V3.

Rezolvare: Produsul numerelor \/§1 7§ -(V2 -v/3)=-v2 + V3 =3 - V2 este egal cu 1.

Y . EXERSA‘!’I! ............................................................................... .

1. Calculati: q. V7 -3v5+v2)- (V7 + 35 - V2);

:a.3V3 - (V6 -2v2) - 9V2 +66; [ 3V3-1_ V342 1-43,

: b.4v2 - (V5 - V6) - 2 VA0 + 83; S Ys vz s

: ¢.2v2 - (V6 - V5) - 2V12 + V40; 322 _20-1 _4-V2,

: V2 V2 V8’

: d.3V3-(V6 -2V2)-9V2 +66;

 e.2V3 - (V6 - V5) - 218 + 2VT5; T

L £.5V2 (V2 - V6) - 10+ 1043; 2yT-1 2-VF 1-v3

: 8. (2V3-V2)- (V3 +2V2); Y TV B :
h.(2v5 -v2)- (V5 +2V2); 2. a) Dati exemplu de doud numere irationale al
L (V3 -2v7)-(2V3 +V7); caror produs sa fie un numar rational. :
. j.(2V5 - V3)- (V5 +3V3); b) Dati exemplu de doud numere irationale al :

: k.(V6 -2V5)-(2V6 + V5); caror produs sa fie un numar irational. :

: 1.5(V18 - v2) - 4(3V8 - 5v2) + V2;
:m.6V3- (/8- 2\/—)+36\/_—14\/§;

3. Calculati suma si produsul dintre inversul nu- :

n. 363 - (V32 - _ /49): marului s _bﬁ si opusul numarului v27 - 5.
2 0.(W5-2V2 +V3 ) . (\/— 5+2v2 - /3); 4. Aflati numerele naturale x pentru care

: ) V1440

:p.(2V3-v2+2)-(2V5 +V2 - 2); T EN.



PUTERI CU EXPONENT NUMAR INTREG
.........................................

¢ % Pentru a ridica un numar la o putere numar natural mai : v Calculati:
: mare sau egal cu 2, inmulfim numarul cu el insusi, astfel incat : 5y (_ 9)s. 1y (%)‘*, 0) (0, 1)

: numdrul factorilor sa fie egal cu exponentul. : Rezolvare: |
P Daca a este numar real sin est? numar flaturaly n#0,n#l, Lola) (<20 = (-2 (-2 (=D
vatuncia®=g-a-a-...-a sia™=-5a # 0. In aceasta scriere, a @ :
° %/_/ ’ a :h E: (_2) ’ (_2) = _32;

:: n factori P 2 5

© se numeste bazd, iar n se numeste exponent. P D& " mas SE
: © " 0(0,1°=0,1-0,1-0,1=0,001."

eal=q,a'l= %, a # 0 pentru orice valoare a lui a; a™' este :
ig inversul lui a. O % sesvssesvesseeveeseeveseveveveve o
: % a° =1, pentru orice valoare nenula a lui a; 0° nu are sens.

X (a\/E)n =ab",neZ abeRbz=>0.

S Va)=ay,Va)*™' =a*va,neZ,acR,a=0.

> Calculati: a) V5% b)V5% V5% d)(2V3)5 e (-V11)3 EXERSAM iMPREUNA
f)(1+v5)% g) V82 h)(4v3)* i) (—%)_-

Rezolvare.
a)vV52=5; b)V/53=52.V/5=5V5; ¢)V/54=(/5%)>=52=25; d)(2V3)’=25-4/3°=32.93;
e) (-v11)?=(-v11) - (-v11)=11; ) QA +V5)2=(1+V5)1+V5)=1+V5+/5+/5-/5=1+25+

-4 2
+5=6+2V5;8) V82 =g ) (4v3) =551 ¢ \/fg—ll) =

. SA INV'[M! .......................................... L DESCOPERITI

Reguli de calcul cu puteri i ' Ce pute;i spune despre '
: Pentru orice numere reale nenule a, b si pentru orice numere @ relatiile aliturate cand baza :
i intregi m, n auloc relatiile: 1) a™ - a" = a™"  2)a™:a" = a™™" © ! puterilor este 0? Discutati la '
:.: 3)@m"=a™" 4)a"-b"= (a-b)n 5)a":b"= (a:b)r. i, : nivelul clasei! i

.
.................................................................................................................

B S NE AMINTIM P .

¥ Intr-un calcul fara paranteze, daca apar toate tipurile de operatii (+, -, -, :) si puteri sau radicali, se :
. efectueazd mai intai ridicarile la putere si radicalii, apoi inmultirile si impartirile si, in final, adunarile :
. si scaderile. Daca operatiile sunt de acelasi ordin, se efectueaza in ordinea in care sunt scrise. :

- v Deregula, in calculul care implica paranteze, se va respecta regula de mai sus, dar se vor efectua, *
' mai intai, calculele dintre parantezele rotunde, apoi cele dintre parantezele drepte si, in final, cele din- :
“tre acolade. :

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------



CAPITOLUL 1

> Calculati: a) V7'7- V77 b) V8'%:/81% o) (V15%)7: V15" EXERSAM IMPREUNA
Rezolvare. Q) V717 - 7% = 74 = 7% . J7 = 720\/7;
b) v8':V8!0= V82 = 8; c)(J_2)7 J_s—J_l4 V158 = V15° = 157,

> Calculati: a) [\/_ V18 )'(\/7)‘2.
_ - vi8 . 2
Rezolvare. a) [\/_ ] —(3\/— V3)2=(2+3)2=12; b)( _m).(ﬁ)z—
2V2-2 3V2 .1_ 2(f—1) 3V2 d_(21).2=-2
C2vz "3-3v2)2 [ 2v2 "—3(vz-1l2 :
N 5 _2V3, 3 10, V5 5V3+3V5 7 5/3-345 "
» Calculati: a) ( avs Y 2710) 91 b)—- 35 ) C% )
3J— 2V2 3 m “93V5 _ 2P2V2 93 J_o 90-8+9 V10 _1
Rezolvare.a) (" 576+ 3710) 91 = (3~ 345 T21) O~ eq0 o1 =&
Rezolva exercitiul folosind proprietatea de distributivitate!
V5 5v3+3V5 " 5v3-3v5 M _V5 _ 5v3+345 " 5v3-345 . 5v3-345 °_
DY ¢35 > C % > 2[C 35 > C35 O 1C s >~

_\/— . 1201220 = 5J_5 205 - 253
12 :

®® . EXERSA‘!’I oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo .

él.Calcula‘gi:a.(—Zx/g)S; b.(-v5)% ¢ (-7v8)% d.(+7V6)?% e.(-12v7)%; f.(-2V11)%
Eg.(—l?n/ﬁ)Z; h.(-8v9)% i.(-20v12)% j.(-102V37). :
g2.Calcula'gi:a.(—4\/§)“-(—4\/3)6; b.(-v13)°- (V13)"; c.(3V4)"- (3va)? d.(+8\/%)1°-(8\/%)15;§
Se.(+\/§)10'(+\/§)_6; f.(+v6)?-(V6)*-(V6)% g.(-v15)"“:(-V15)% h.(7v10)2:(+7V10)5 :
gi.(sﬁ)9:(3\/7)‘9-(3\/7)16; i Ve klvD)#l s 1 (-VT8):(-V18)8 - (-VT6);

m. (‘\/%)76'(‘\/%)6; . ﬁ)_7'(- %)_2: 0. [(2v3)] ":36:23); p.(-v22)°:(v22)';
q.(-6v5)8:(-6V5)5; 1.(6v7)5-4/0,036-10%:(- 37)".

: _ 2 10
: 3. Calculati:a. (V12 + 98 - V75 - v32) : (V8 - V12); b'(\/*ﬁzz;;_rgo) ; c.(ﬁ‘?ﬁ+ﬁ‘i§ﬁ) (V5o

LA 1,6) - g[0,(3) +VE - 21:0,25- 13 - 0,25 + & e 2. ¢33 (1,2 1,46)3 - W5)

£ V21 r+1‘2+ V3-v2, V3+v2 /3. R ~
Gz+1 v2-1) @Gz v 0 3V Gyt v) T Gys 2)Tw

25 12 _ V3 .27 (\/;;_8+2\/§)_1




RATIONALIZAREA NUMITORULUI DE FORMA avb

- SA INV'!'M! .......................................... ]

Rationalizarea numitorilor este o operatie prin care numito- :

i . < . )
¢ rul devine numar rational: 1 _ Vb b>0,a#0

avb "’ HAED

» Rationalizati numitorii:
2,
d)4/1035;

EXERSAM iIMPREUNA

1. py-24.
a) ﬁ) b)m )5‘/—1
oL 4 2 __3 7

Va5 T80 V125 | 20’
f)\/l+——\/2+—+\/3+—, g)(\/z 2\/‘/_—+\/3_) 7

Rezolvare: a) )1 b) J_)24 24‘/_ = 26;
f>12_12f_4f_ _ 2_4J‘_4J‘,
O5v3 - 53" 55 9 105- 3TV T30

e)1+2_3+7=1+2_3+7=
Va5 V80 V125 V20 3vV5  4V5 5V5 245
_V5 V5 7V5_ 345 L 4J‘ 3J5 5645,
15 10 ' 10 25 ~ 15 25 75

f)\/1+g—\/2+—+\/3+— \/:—\/7 8-

4 3 _3V5, V7 _2V2 3 7

RN 9 D Th

JEle_ J_47J_6J_J_

=2 7 14 ) 14 - 14 =3.

I3 EXERSATI | [ riusiusisseesseesssen

OVET3vE 3573

Amplificati cu V5 urmatoa- :

: rele fractii:

i a) /5’ b) J20° C) J45

: Rezolvare:

: ) V5 _ 5.

: \/— “/5.45 5

' b) il \/g _ 5.
: J_ 2V5 10’

2.
35 5\/— 5

Observam ca fractiile au v5 Ef

¢ la numitor. Daca amplificam
< cu+/5, nu vom mai avea la nu- :
. mitor niciun radical.

......................................

B ) DESCOPERITI .

Existd mai multe sensuri :

¢ ale termenului rationalizare. '
Cautati in DEX si consultati
¢ profesorul de limba romana :
¢ pentru a va elucida asupra
: acestor sensuri. :

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

: 18 18, 48 5y 20
P 1 Rationalizati numitorii: Q)22 oL b) iz )18 N d) 76 e) Wi ) 5 ‘/—, 1)2 5o
: 30 . . 48 144 . 36
: 2. Rationalizati numitorii: a) e b) J5o0 C) \/@’ d)5 Noxd ) f) ﬁ g) W h) T2
3. Rationalizati numitorii: a) 5%; b) 81; c) 31; d) 16§; 8%; f) 405.
. 5 3 1216,
E4.Calcula;1.a. 1‘5‘\/2‘_+\/3‘Z’ byl +2+y25-1 \/1 T CEIE T hY
11 3 1 . e 3 1 .4\/1_,,[«13 5 7 2.

(15J_ 542 3J‘)'4J—’ '(5J§ 4J3 10V3) 3’ YBT3
P, 8Y2 3+6J—+4J—h9 4 _ 6 _ 8 . ; 20 _ 15 27 .
c 873 sz ove M3 T3z a3 vz U35 9v5  15v5

L 3-V6, 5/6-1_6+V6 _26-5
23 T o3 T avz T avE o




CAPITOLUL 1

MEDIA ARITMETICA PONDERATA A n NUMERE
REALE, n > 2. MEDIA GEOMETRICA A DOUA
NUMERE REALE POZITIVE

R := NE AMINTIM! )

Mara doreste sa-si calculeze
media la matematica stiind ca
notele sale, la sfarsitul semes-
trului, sunt 8, 9, 10, 8, 7 si, la
tezd, 9. Ce medie va obtine?

Rezolvare. Calculam media

otelor din oral:

849104847 g,

Pentru media la final de
- semestru se calculeaza media

§dintre nota la teza si triplul

:mediei notelor de la oral:
84+84+84+9 3-8,4+1-9_
. -

=3

3

Q

D

1l
&
o)
(J‘I

Spunem ca am calculat media
ponderata a numerelor 8,4 si 9
- cu ponderile 3 si 1.

e veevescossevsssosesvevssvesseves O ¢

teesssccscsce

- IMPORTANT .

v’ Media armonicd a doua
2
+

numere reale este m, =

Q=
o=

D= 2ab (s ohserva ci este
a+b

inversa mediei aritmetice a
inverselor).

: v’ Media pdtratica a doua
¢ numere reale este

_ [a?+b?
m, = 5

.
.
‘esvvevescossevsssossssessssossovensd
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Fiind date doua numere pozitive a si b, acestora li se asociaza
alte numere, definite dupa anumite reguli, care sunt uzuale. Ele
se numesc medii deoarece toate sunt cuprinse intre cel mai mic
dintre numerele a si b ( notat min(a, b) ) si cel mai mare dintre
acestea ( notat max(a, b) ). Astfel:

% Media aritmeticd a numerelor reale a si b, notata m, este

_a+tb
a 2 °
% Media ponderatd a numerelor reale a si b cu ponderile m si

m

ma + nb
m+n -

In particular, media aritmetica este o medie ponderata cu
ponderile egale cu 1.
% Media geometricd a numerelor reale pozitive a si b, notata

m,, este m, = Vab.

% Fiind date n numere reale pozitive a ,a,, . . .,a , putem defi-

. . . L a+a,+...+a
ni media aritmeticd a n numere: m, =—— 7 unde n este

n, numere naturale, este

un numadr natural diferit de 0 si 1.
% Daca cele n numere reale pozitive au ponderile m,,m,,

m_, numere naturale, putem defini media aritmeticd ponderata a

m-a+m,-a,+...+m -a,

nnumere: m, = Ty

. »
L R O T T R T T R T T TR T A R T T A T T T T R R T T T T T T T T A T i R T T U i R TR TR A R TR A I P R T T A R TR R ]

8BS OBSERVATII

¢ Inegalitatea mediilor a doua numere reale pozitive:
mm(a b) < m,<m, < max(a,b).

% Media geometrlca si media aritmetica a douda numere reale
pozmve sunt egale daca si numai daca numerele sunt egale.

T et ieesonssessensonseeeeseesetssessesseaceesbeststroeroonsotsotstronronrsenses®
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» Temperaturile dintr-o saptamana a lunii februarie au fost: EXERSAM iMPREUNA

SN 5 E -8°C S35 -3°C -1°C

Aflati media temperaturilor din acea saptamana.

Rezolvare. Calculam media aritmeticd a temperaturilor:
(=3°) +(=5°) +(=8%) +(=3°) +(=5°) +(=3°) +(=1°) _ 40
- .
Putem calcula si media ponderata a temperaturilor (-3°), (-5°), (-8°), (-1°) cu ponderile 3, 2, 1, 1
(temperatura de (-3°) apare de 3 ori, deci are ponderea 3):

3-(=3°)+2-(-5°) +1-(-8)+1-(-1°) _
3+2+1+1 -

» Completati tabelul, dupa ce il copiati in caiete (dupa model):

-4°.

» Aflati media ponderata a numerelor 6; —2; 4, avand ponderile 5, 8, respectiv 7.
5-6+8~(—2)+7~4=£=2 1
5+8+7 20 “
» Numerele 4 si x au media geometrica 10. Calculati x.
Rezolvare. V4x = 10 si obtinem x = 25.
» Se amesteca 15 litri apa de temperatura 36°C cu 5 litri apa de temperatura 80°C. Ce temperatura
are amestecul obtinut?

Rezolvare. Vom calcula media aritmetica ponderata a temperaturilor de 36°C si 80°C cu ponderile

:=.15-36°+5-80° _ , -0
15 §i 5: 12981018 = 470,

» Cinci numere reale au media aritmetica egala cu 7. Primele patru numere au media aritmetica
egala cu 6,5. Aflati cel de al cincilea numar.

Rezolvare. Daca cele cinci numere au media aritmetica egala cu 7, atunci suma lor este 35. Daca
primele patru numere au media aritmetica egald cu 6,5, atunci suma lor este 26. Obtinem ca al cinci-
lea numar este 9.

> Fiea=8sib=2.

a) Calculati media geometricd si media aritmetica a celor doua numere si verificati inegalitatea
mediilor.

b) Calculati A = 2 T $iB= ,/a“bz

at
Rezolvarea)m \/ 4m— 2 =5:b<m <m <ae2<4<5<8§;
2 2
b)A=1 1=?’B= 8+2 V3
8t2
A este media armonica a celor doua numere si B este media pdtratica a celor doua numere.

Rezolvare. m, =

39



CAPITOLUL 1 MULTIMEA NUMERELOR REALE

O EXERSAT” ............................................................................ .

1. Calculati media aritmetica si media geometrica pentru urmadtoarele perechi de numere reale pozi-
tive. Verificati inegalitatea mediilor: x <m_< m,<y.

2. Aflati media ponderatd a numerelor 5; 2; 3, avand ponderile 3, 5, respectiv 2.
3. Calculati media aritmetica ponderata si completati tabelul dupa model:

X
ponderea lui x
y
ponderea luiy
z

ponderea lui z 9 6 3 2 4 8
media aritmetica ponderata 88 [
4. Aflati media geometrica a numerelora = vV3 - 2v2 sib=v3 +2v2.

5. Media aritmetica a doua numere este 25,5. Calculati media lor geometrica, stiind ca unul dintre
numere este cu 17 mai mare decat celalalt.

6. Doua numere naturale diferite au media geometrica egala cu 7. Aflati media lor aritmetica.

7. Raluca trebuie sa schimbe apa din acvariu. Dupa ce a pus 30 [ de apa la tempe-
ratura de 12°C, iar temperatura din acvariu trebuie sa fie de 23°C, ce temperatura ﬁ

trebuie sa aiba cei 20 [ de apa pe care trebuie sa-i mai puna in acvariu?

i

8. Aflati un numar real, stiind ca media aritmetica a jumatatii sale, a sfertului
sdu si a cincimii sale este 12,(6).

9. Stabiliti daca exista doua numere naturale a si b pentru care numerele 216a si 36b sa aiba media
geometrica 6'°.

40



ECUATIA DE FORMA x* = a, UNDEa e R

. . o < R :— NE AMINTIM!
> Prin calcul, 32 =9 si EXERSAM IMPREUNA _

(-3)2 = 9; observam ca atat 3 cat si ¢ Ecuatia este egalitatea a:
—3 reprezinta numere care ridicate - doud expresii care conin atat :

la patrat au ca rezultat numarul 9. : mdrimi cunoscute, cat i necu- :
Consideram ecuatia x*> = 9. Rezolvarea ecuatiei implica de- - noscute, egalitatea fiind vala- |
terminarea unor valori pentru x care, ridicate la patrat, sa aiba  bila pentru anumite valori ale :

. necunoscutelor numite solutii :
: sau raddcini ale ecuatiei. A re- |
. zolva o ecuatie inseamnd a de- :
. termina valorile necunoscutei, :
. dintr-o multime data, pentru :

. SA INV'[M! .......................................... ) care egalitatea este adevarata.

rezultatul 9. Din calculele facute, obtinem ca ecuatia x> = 9 are
solutiile x = 3 si x = -3. Cum putem rezolva ecuatia? Daca x> =9
putem spune ca vx? =9, adica Ixi = 3, de unde x = 3 si x = -3.

: ) ) . © . Doud ecuatii sunt echiva- :
Ecuatia de tipul x*> = g, unde a este numar real pozitiv, are : : jonte daci au aceeasi multlme
¢ multimea solutiilor S = {-va,va}. ©  asolutiilor.

« o )
. K * .
2 e 00800080 000000000000000000000000000000 0000 00000000000 sss0ssssesoresessssees® Yo ss0s00s0s0000000s0s00000s8 080008 .

» Rezolvati ecuatiile: a) x2 = 25; b) x?2=-16; c)x>=0; d)8x2=98. EXERSAM iIMPREUNA
Rezolvare. a) x?> = 25 & x = 5 & S = {-5;5}; b) Cum —16 nu este numa

pozitiv, ecuatia x?> = =16 nu are solutiireale; c) x>=0<x=0< S={0}; '

d)8x?=98 < x?= 988©x2 9©S={—%;%}.

— 2
> Rezolvati ecuatiile: a) (x + 5)? = 625; b)% + & 38) 172, )75 =

Rezolvare. a) (x +5)?=625< x+5=25saux+5=-25< S ={-30; 20}

2 2
d) 2X +3 4-3x =9,

7

by X B O T TR 7©(x 8)2=15S=({7;9) 05 =2x*=36%5={-6;6);
2x2+3  4-3x%_ 29x2+1 _ _ V69 . V69
d) oo =265 =2 x%= @S { 29’ Voo ¥

.................................................................................... .

. 91—41— S P 5 .63040 2
: 2. Rezolvati ecuatiile: a. x? = 256; b. 2x? = -64; BTE G CT Tshrh
EC3 x2=1; d2X2+6 2(X2+3) esy 160; g)x22_3_x2_2+x2_5=x2_4_6—x2_x2—2. :
: £.3x2=96; g.5-2x2=10; h.x*+8=2(x%-4). :

: 3. Rezolvati ecuatnle in multlmea numerelor reale:

: o . . X2 +0,5 _1,5+0,3) :
: 1. Verificati care dintre numerele reale.“ 10; e) 0.3)+0.25 10-1.16)].6 _0,(6) %6, :
: -2V5; 3-3V3; 0;1;2+5;V23 sunt solutii ale :
. ecuatiilor: a) 2x2 = 200; b) 3x? = 60; ¢) (x - 3)? = 27. yX2*+2 5(22;56—2,3-25,12—0,784) :

4. Putem aseza 18 piese de domino, sub forma de :
dreptunghi cu dimensiunile de 6 cm si 12 cm, ast- :

DyX X+ ) _ :
: Q)35 X ; b) 8 Tx+ 4’ €) 2(x*+4) =7 =50; fel incat sa formam un patrat? Cat este latura pa- :
Q) X’+5 ,2x* 5 _ 4 tratului (dacd este posibil) si cum asezam piesele? :
12 3 27 :



CAPITOLUL 1

1. Copiati tabelul in caiete si completati-l:
~a 576 676 251024 131¢.1012

va 32 41 35-14 677

2. Calculati, cu 3 zecimale, radicalii: vV17; /25,13; /5,306; vV125.

3. Introduceti factorii sub radical:

a) 185; b)0,2-V150; ) -3V17; d) -5 V48;
e)av13; f) -a?V15; g) av5a?; h) 2a15.
4. Scoateti factorii de sub radicali, precizand conditiile de existenta:
a) vV24a?; b) V25 a?; c)V18ab?; d) v48a*bs;
2432x8, 5“73a7 6°5°a®
) 4b3’ f) T) g) h) 72p6 *

5. Incadrati numerele: a) vV123; b) —-v/54; ¢) V729 intre doud numere intregi consecutive si
calculati partea intreaga si partea fractionara a lor.

6. Demonstrati ca V14, 3v17 si V3 - V2 sunt numere irationale.

7. Calculati: 5 3
a)2V3 +5V3 - 3V3; b) (-24+/75):(-3V3); ) (\/%) ~(\E);

d) (-418) - (-32); e) (%)_3; f) (-5)%- (+5)%

g) (-48V75):(-3V3); h) (-11)7% i) [(=22]%;

i) (4V5) - (-2V15); k) (5v2)% ) (-3v10)¢:(3V10)%
m) V63 :V7; n) (25)2 0) (2v12) - (-3V18);

p)4vV6 -2V6 - (5V6 - 15V6)

8. Care este egalitatea falsa?

aA)V5+v5=2v5; b)vV2-3=6; ¢)V12+3=+v15; d)V3+5=+/3+5.

. o e 21, 21 =24, F
9. Rationalizati numitorii fractiilor: BN \/_, 3

10. Calculati: V22 V4 si \/1 +2000y1 + 20011 + 20021 + 2003 - 2005 .

11. Calculati:

a)J1+ \/2——+\/1+16, b)\/13+%+\/4_§_\/4+l;

0 7 13 5 . 13 . d)18—3\/§+12+2\/— V6 -6,
(2V3 " 3v3 T 6V3) 243 3V3 242 3

PROBLEME RECAPITULATIVE

V3 V2 “’:(ﬁ)m; f)(zr+r V3 -3 1

(B E-2) T Y G T D



) V7 +1 ‘2+ V3-VZ V34VZ
g(r+1 Z2-1) "Bz o)

h)\/O,(l)—{ [—— (1,3-0,(3) -1,1(3)) - 3]} —+,/1 44; }

passible

012,25 - g5 [1,(5) - 0,4(3) - 1,7] - 1,2 +/7,845;

. 8-14/22,09:[5-0,8:2,(6)] +0,8-1,5625 .
) [5,(3) - 3,75]:1,58(3) + 2 +V14,0625:10.

12. Aflati media aritmetica si media geometrica a numerelor:

a)a=4-V15sib=4++/15; b)3v/3+V25si3V3 -V2; c) V7 + /3 siV7 - V3.

13. Completati tabelul urmator.

X y m, = x;y m,=x-y E]
a. 3J5 15
b. V6 66
c. 3,2 8
d. 1,8(3) 3,(6)

14. Media geometrica a doua numere intregi este v11. Aflati media aritmetica a lor.

15. Gasiti toate perechile de numere naturale pentru care x — 1 i 7 — y au media geometrica v2.

16. Fie numerele: % V6&; -5% 03(5) 313 V2 +3; 11; Y& —6V7; 0,13; 164 114; &

\/—)
38, V16 - V5; m; (\/18)‘1; J1~2-3~...-24+13; J0,09; —v25; |3V7 -2/28]; =
2218, _25% 7(1); -y/13%; 0,9; 4 - VI5; 3% V27; 0.

Completati tabelul cu numerele de mai sus, ordonate crescator:

3)

7 13 ﬁ; 0,2(3);

Multimea Numerele corespunzatoare multimilor precizate
N

z

Z\N

Q\z

Q\N

R\Q

Numere negative
Multiplii lui 3
Patrate perfecte




CAPITOLUL 1

{3 TESTUL 1

Subiectul I. Completeaza spatiile libere: 3. Opusul numarului \/— - /3 este:
1. Rezultatul calculului 45 - 3V5 este ... \F 73
2.Dupa introducerea subradical,3V7 este . /543 d.

\/—+\/_

egalcu....
3. Dintre numerele 46 si 7vZ, este mai 4, Rezultatul calculului v27 - V12 este:
. a.l b.v15 c0 d.V3
mic...
4. Daca i = 10 , atunci x este egal cu ..
3. Rezultatul calcululm 3V6-5V15este....  Subjectul IIL Scrieti rezolvarile complete:

1. Calculati V(3 - v7)2 ++/(2 - v7)2.

2. Aflati media aritmetica si media ge-
ometricd a numerelor: a = 2 — V3 si

Subiectul II. Alege varianta corectd. Numai
un raspuns dintre cele date este corect:

1. Dupa rationalizarea i 22 \/4_ obtinem: b=2+/3.

a.v15 b.3V5 c3V45 d.v5. 3.Arataticavi+3+5+... +999 € Q.

2. Media geometricd a numerelor 4 si 9 este:

a.13 h.3V12 c.6 d.V6 Punctaj. 1. 5x0,5p,IL. 4 x 1p, II1. 0,5p, 1p, 1p

{3 TESTUL 2

Subiectul L. Corelati enunturile din coloana A cu raspunsurile din coloana B:

A B
1. Rezultatul calculului 12vV75: (- 443 ) este..... 10
2. Rezultatul calculului V48 + V27 - 73 este .... 38
3. Rezultatul calculului V1444 este ... 8
4. Rezultatul calculului V62 + 82este... -1
5.Dacida-+11 = 811, atunci a este egal cu -15
6. Solutia negativa a ecuatiei (x - 9)? = 100 este... 0
7. Opusul numarului (v32 + 4)- 42 este..... -2
8. Suma dintre opusul numarului 2 - 25 si inversul numarului v20! este... -4

Subiectul II. Pe foaia de test scrieti rezolvarile complete:

1. Aratati cd x = (V8 = v/9)? = {(2v2 - V11)? + /(11 - 3)? este numar natural.

V80
s
3. Calculati x din proportia 5 = %, stiind ca: A = 9v/50 - 3vV32 + 68 + 518,

B=11v24 - 4150 -3v96 +7/486 siC=3v108 —2V75 -2v48 +2+192.

2. Aflati numerele naturale x pentru care

TESTE DE EVALUARE

1 Vx+1-Vx
4. a) Ardtati ca ﬁ_\/le = r+1,x>0.
A _V10-v9  ~11-v10 L v12 -y11 V225 - V224
b) CaleulatiA =755 * Vig vit T VAT via Tt Vaas azs

Punctaj. 1. 8x0,5p, II. 1p, 1p, 1p, 2p



TRANSFORMAREA UNEI EGALITA'[I
INTR-O EGALITATE ECHIVALENTA; IDENTITATI

> Care dintre numerele 4; -8;
1,(6); -5v5; V2 verifica relatia:
4(x+7)-25-(3x+2)=x+1?

Verificam pe rand numerele date.

Rezolvare: Pentru x = 4 obtinem: 4(4+7) -25-(3-4+2) =
=4+1e4-11-25-14=5«5=5(adevarat).

Pentru x = -8 obtinem: 4(-8 +7) -25-[3-(-8) +2]=-8+1 &
S 4-(-1)-25-(-22) = -7 -7 = -7 (adevarat).

Pentru x = 1,(6) =§obtinem: 4(§+ 7y-25- (3 -§+ 2y =g+ 1&

26 _8.,.8_8 5
©4-F-25-7T=3&7=3 (adevarat).

Pentru x = -5v5 obtinem: 4(-5V5 +7) - 25-(-3-5V5 +2) =
= -5V/5+1 & -20/5+28-25+15V/5-2 = -5/5+1 &
& -55+1=-55 +1 (adevarat).

Pentru x = V2 obtinem: 4(v2 +7) -25-(3-vV2+2) =V/2+1 &
&2 +1=+2 +1 (adevarat).

Toate cele 6 numere verifica relatia.

» Sa aducem relatia la o forma mai simpla, folosind pro-
prietati si reguli de calcul: 4(x+7) -25-(3x+2) = x+1 &
S 4x+28-25-3x-2=x+1&x+1=x+1.

Prin echivalente am aratat ca relatia este adevarata pentru
orice valoare a lui x. Egalitatea se verifica pentru orice numar real.

» Aratati ca egalitatea 2(2a +3) —4(b+1) - 2 = 4(a - b) este
adevarata pentru orice numere reale a si b.

Rezolvare. 22a+3) —4(b+1) -2=4(a-b) &

S 4a+6 - 4b-4 -2 =4a - 4b; 4a - 4b = 4a - 4b (adevarat).

> Folosind proprietatile relatiei de egalitate (vedeti rubrica
alaturata) aratati ca, daca 3x+2y = 25 si x+4y = 13 atunci
X -y = 6, oricare ar fi numerele reale x si y.

Rezolvare. Notam prima relatie, 3x + 2y = 25, cu (1), respec-
tiv a doua relatie, x + 4y = 13, cu (2). Folosind proprietatea 3),
scadem relatia (2) din (1) membru cu membru si obtinem:
3x+2y—(x+4y) = 25-13; 3x+2y-x-4y = 25-13 &
& 2x — 2y = 12. Impértim ultima relatie prin 2 (conform proprie-
tatii 6) si obtinem x - y = 6. Am demonstrat cerinta folosind pro-
prietdtile relatiei de egalitate si relatii echivalente.

EXERSAM iIMPREUNA

M & DESCOPERA

¢ Enumerati ce reguli de
¢ calcul si ce proprietati au !
fost folosite in prelucrarea
¢ relatiei initiale din exercitiile :
alaturate!
: Discutati la nivelul clasei :
. sinotati ceea ce v-ati reamin-
tit. Va va fi util in rezolvarile
. viitoare! '

. Proprietatile relatiei de :
- egalitate sunt: '
. 1) Oricare ar fi numerele :
© realea, b, c,dacia=b,atunci :
a+tc=b+c.
2) Oricare ar fi numerele :
reale a, b, ¢, d, daca a = b si
- c=d,atuncia+c=b+d. :
: 3) Oricare ar fi numerele
reale a, b, ¢, d, dacd a = b si
. c=d,atuncia-c=b-d. ;
‘ 4) QOricare ar fi numerele
- realea, b, ¢, dacaa=b, atunci :
- a-c=b-c :
; 5) Oricare ar fi numerele :
- realea, b, ¢, dacia = b, atunci :
- arc=b-c.
. 6) Oricare ar fi numerele :
- reale a, b, ¢, cu ¢ # 0, daca -



Relatia de egalitate in care intervin anumite necunoscute, adevarata pentru orice
valori ale acestora, se numeste identitate.

o DESCOPER - > Aréta;i ca relagia EXERSAM iMPREUNA

22a+3) -4(b+1)-2a=4(a-b)
este adevarata doar pentru a = 1.
Rezolvare. 2(2a+3) —4(b+1) -2a=4(a-b)
S4a+6-4b-4-2a=4a-4bs 2a-4b+2=4a- 4b.
Folosim metoda balantei (sau proprietatea 1) si adunam relatia
cudb:2a-4b+2+4b=4a-4b+4bs 2a+2=4a.
Scadem din ambii membri 2a, apoi impartim relatia prin 2:
2a+2-2a=4a-2a2=2a;2:2=2a:2<1=a.
» Folosind relatii echivalente, gasiti numerele reale x pentru
care sunt adevarate egalitatile:
a)8(x+1)=8x+8; b)3x-12=3x+5; c)4x3—+2—%=%.
Rezolvare.
a)8(x+1)=8x+8:8<x+1=x+ 1< 0=0. Toate numerele
reale verifica egalitatea.
b)3x-12=3x+5[+12 © 3x=3x+17 < 0 = 17 (F). Niciun
w w numar real nu verifica egalitatea.
OBF2_X23 -5 65204x+2) -3(x+3) =105
8x+4-3x-9=1065x-5=10&5x=15 x=3.

i Discutatiintre voidacaera :
© suficient pentru rezolvarea :
© cerintei din exercitiul alitu-
rat sa folosim doar procedeul
 de verificare (inlocuirea lui :
© a cu 1 in relatie)! Formulati :
¢+ concluziile la nivelul clasei!

.
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

O EXERSATI R P P T T AL L L LI L L L )

© 1. Ardtati cd urmatoarele egalitati sunt adevarate b) 4x+5@2x+3) -1 =x+1;
© pentru orice numere reale a si b: 0)6x+2-3(1-2x)=2(x-1) —2x+ 1.
v a)5(a+b) +3-2b=5a+3(b+1)

. 3. Folosind proprietatile relatiei de egalitate, ara-
b)a+2b+5=6(a+b+4)-19-4b-5a. popneaere e o ee

: tati ca, daca 8x - 2y = 2 si 5x - 3y = -4, atunci !
: 2.Folosind relatii echivalente, rezolvatiin Recu- ~ 6x + 2y = 12, oricare ar fi numerele reale x siy.
' atiile: a) 2x + 8 = 3(1 - x);

.
........................................................................................................................
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ECUATII DE FORMA ax + b =0, UNDE a, b € R.
MULTIMEA SOLUTIILOR UNEI ECUATII.
ECUATII ECHIVALENTE

> Care dintre numerele 4; — 8; EXERSAM iIMPREUNA
1,(6); —2,5; -5+/5; V2 verifica re-

latia: 4(x+7) - 25 -(3x+2) =x+ 1%
Verificam pe rand numerele date.

Pentrux=4avem4(4+7) -25-(3-4+2) =4+ 1,adevarat.

Pentru x = -8 avem 4(-8+7)-25-[3-(-8)+2] = -8+1,

adevarat.

Pentrux=1,(6) = 169_ 1 =1?5=%avem4(g+ 7y-25-¢3 -%+ 2y
=%+ 1, adevarat.

Obtinem ca toate numerele date verifica relatia.

Ecuatia este egalitatea a doud expresii care contin atat marimi cunoscute, cat si ne-
cunoscute, egalitatea fiind valabila numai pentru anumite valori ale necunoscutelor.

Valorile necunoscutelor pentru care egalitatea este adevarata se numesc solutii
sau raddcini ale ecuatiei.

A rezolva o ecuatie inseamna a determina valorile necunoscutei, dintr-o multime
datd, pentru care egalitatea este adevaratd. Multimea solutiilor unei ecuatii se no-
teaza, de regula, cu S.

Douad ecuatii sunt echivalente daca au aceeasi multime a solutiilor.

»> Care dintre numerele 1; -1; EXERSAM IMPREUNA s DESCOPERITI

4,2 este solutie a ecuatiei 2x - 7,4 =
Verificam pe rand numerele:
Pentrux=1avem?2-1-74=1,fal
ecuatiei.
Pentru x =-1avem 2-(-1) - 74 = 1, fals, deci x = -1 nu este
solutie a ecuatiei. . incercarilor/verificarilor?
Pentru x = 4,2 avem 2 - 4,2 - 7,4 = 1, adevarat, deci x = 4,2 este erereriieieieiit e
solutie a ecuatiei.
» Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x - 5,2 = 0.
Rezolvare. Vom folosi proba scaderii: x - 5,2 =0 <
©x=0+5,2;S={5,2}.

Discutati intre voi ce con- :
¢ cluzii putem formula privind
multimea solutiilor primei
¢ ecuatii din rubrica alatu- :
ratad. Ce limite are metoda



Ecuatia de tipul ax+b = 0 (a # 0), unde a si b sunt numere reale, se numeste
ecuatie de gradul I cu o necunoscutd si are solutia x = —g. Numerele a si b se numesc
coeficientii ecuatiei si x este necunoscuta.

-BS OBSERVATII R R P P PP PP PO PO PP P REEE R )

¢« Ecuatia de gradul I cu o necunoscuta, denumita si ecuatie liniard cu o necu- :
. noscutd, se caracterizeaza prin faptul ca puterea necunoscutei este 1 si coeficientul :
© acesteia este nenul.
% Nu este obligatoriu ca necunoscuta sa fie notata cu x. Putem nota necunoscuta
© cu orice litera. :
.+ Ecuatiile ax = b siax + b= c(a # 0) sunt ecuatii echivalente cu ecuatia de gradul I :
¢ cuonecunoscutd: ax=bsoax-b=0;ax+b=ceax+(b-¢)=0 :

> Identificati coeficientii si necunoscuta din urmatoarele ecuatii EXERSAM iMPREUNA
de gradul I (sau echivalente cu ecuatia de gradul I) cu o necunoscuta si
completati tabelul:

a)5x-7=0; b)ax=3; c)6y+4=2; d)mz+9=0,unde m este un parametru real nenul.
Rezolvare.

Ecuatia Aducerea laformaax+b=0 Coeficientii Necunoscuta
5x-7=0
4x =3 481-3 X
Gy +4=2
mz+9=0

» Completati tabelul cu ecuatiile echivalente folosite in rezolvarea ecuatiilor:
a)4x+5=0; b)3x+1=x+4; ¢)6x—-17=0; d)5x-2=2x+4.

Tipul de ecuatie | Pasi in rezolvare Tipul de ecuatie | Pasiin rezolvare
4x+5=0 Scadem din ambii membri5 |3x+1=x+4 Scadem din ambii membri x
4x = -5 Impéartim ambii membriprin4 | 2x + 1 = 4 Scadem din ambii membri 1

= —% 2x=3;x = % Impartim ambii membri prin 2
6x-17=0 SX-2=2x+4

A . e _1_1 x_ _32 2,1 _3.
> Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile: a) x -5 =35 b) 51 =24 A5~ = io

1 22 _ 11, x+1 13 _3x+7. 3. X+2 X 3x 4
d)6[2("+3,) 1735 =100 © ~6="3 5 D2 p-ex+vT3H -1
Rezolvare. a)Vomfolosiprobascéderii:x—%=%®x=%+%©x=%8={g};
3,2 _672
b)21 2,4 2.4
o)Xl %—3X+7I6®3x+3—13 6x+14 e -3x =24 x=-8;S={-8).
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» Daca intr-o ecuatie de gra-
dul I cu o necunoscuta apar doua
litere, una dintre ele este parametrut.
Textul problemei trebuie sa specifice care este necunoscuta si/
sau care este parametrul. Intr-un enunt de tipul “Fie ecuatia
mx + 3 = 0, unde m este parametru real” intelegem ca x este ne-
cunoscuta. Pentru aceasta ecuatie aflati: a) x, stiind ca m = 3;
b) parametrul m, stiind ca x = 1 este solutie a ecuatiei.

Rezolvare. a) Daca m = 3, avem ecuatia 3x+3 =0< x = -1.
b) Daca x = 1 este solutie a ecuatiei, atuncim+3 =0< m = -3.

> Aflati parametrul real m stiind cd ecuatia: a) 2x + m=3x + 1
are solutiax = -2;b) 3(2x + m) = 5=m(x - 1) + x are solutia x = 4.

Rezolvare. a) x = -2 este solutie a ecuatieidaca2 - (-2) + m=
=3-(-2)+1 o m = -1. b) x = 4 este solutie a ecuatiei daca
32-4+m)-5=m(-1)+4<24+3m-5=3m+ 4, fals. Nu
existd m pentru care ecuatia data sa admita solutia x = 4.

> Aflati m € R stiind ca ecuatiile 6x+2 = 3(x-1) +5 si
4x + m = x + 2 sunt echivalente (m este parametru).

Rezolvare. Reamintim ca ecuatiile sunt echivalente daca au
aceleasi solutii. Rezolvam prima ecuatie: 6x+2=3(x-1) +5 <
©6x+2=3x-3+543x=0<x=0.Adouaecuatie are solutia
x=0daca4-0+m=0+2sm=2.

» Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) mx — 3 = x + 2m, m este parametrul real;

b) 2mx + 6 = 4x + 3m, m este parametrul real.
Rezolvare.aymx-3=x+2moemx-x=2m+3&x(m-1)=

2m+3
m-1"

EXERSAM IMPREUNA

=2m+ 3. Daca m # 1, atunci x =
2m + 3
m-1
x(1 - 1) = 2 + 3, fals, asadar ecuatia nu are solutii; S = @.

b) 2mx+6 = 4x+3m & 2mx-4x = 3m-6 & 2x(m-2) =
3(m-2)
2(m - 2)

S = {%, m # 2y. Daca m = 2, inlocuim in ecuatie: 2x(2 - 2) =

deci solutia depinde

demsiS =g ,m # 13. Dacd m = 1, inlocuim in ecuatie:

= 3(m-2). Daca m # 2, atunci x = & X = %, deci

= 3(2 - 2), adevarat, asadar ecuatia are o infinitate de solutii; S = R.
> Aflati valorile parametrului intreg m pentru care ecuatia

2mx — m+ 2 = mx + x + 3 are solutii intregi.
Rezolvare. 2mx-m+2 = mx+x+3 © mx-x = m+1 &

o x(m-1)=m+1.Dacam # 1,atuncix="m1—fi. Dacam =1, 1in-
locuim in ecuatie: x(1 — 1) = 1 + 1, fals, deci ecuatia nu are solu-
;ii;8=@.Impunemcax=g}—f}62©m—1Im+1©m—l|2©
< m e {-1;0;2;3}. Cum m este nenul, m € {-1;2;3}.

IMPORTANT -,

v O ecuatie este reducti-

¢ bild la o ecuatie de gradul I
¢ daci poate fi adusa la forma
cax+b=0(a=0).

. Exemplu: 4x+2 =
: prin transformari prin echi-
valenta se aduce la forma
i 2x+3=0.

2x -1,

v' In multimea nume-

: relor reale, o ecuatie care,
¢ prin transformari prin echi-
: valenta, se scrie sub forma
ax + b =0(a# 0)vaaveamul-
: timea solutiilor formata din-
¢ tr-un singur element (o unica
: solutie).

: Exemplu: 4x +2 = 2x - 1 are
¢ multimea solutiilor S = {—%}.

v In multimea numere-

: lor reale, o ecuatie care, prin
¢ transformari
: lentd, se scrie sub forma
0-x+b=0,cub#0,vaavea
: multimea vida ca multime
. a solutiilor (nicio solutie).
: Exemplu: 4x+2 =
prin transformari prin echi-
: valentd devine 0-x+3 = 0
¢ (fals), S = @.

prin echiva-

4x -1,

v In multimea numere-

. lor reale, o ecuatie care, prin
: transformari prin echivalen-
ta, se scrie sub forma 0 - x = 0,
: va avea multimea solutiilor
egala cu multimea numerelor
: reale (orice numar este solu-
tie). Exemplu: 4x -1 = 4x -1,
¢ prin transformari prin echi-
valentd, se aduce la forma
0 - x =0 (adevarat), S = R.

M R RN R R R R R I oo



» Rezolvati in R ecuatiile: a) (2x + 1)(x - 3) =0; b) I3x - 6| =

)X—l

saux—3=0©x=—lsaux=3 adicéS={—%;3};b)I3x—6I=5©3x—6=—53au3x—6=5©x=1

2

sau x = 3,8 {5,3},@ v =%©(x—1)2=36©\/(x—1)2=\/36®Ix—1l=
V5-2xex(V/5-2)=V5-2x<S={1};e)0,x+x=5,5<
2|10 @ x + 10x = 55 < S = {5} (ceea ce corespunde conditiei de cifral).

d) xy(2-vV5)2 =5 -2x o x|2 - V5| =

©E+x—

K3 EXERSATI | e

. 1. Identificati coeficientii si necunoscuta din ur-
: matoarele ecuatii de gradul I cu o necunoscuta si
¢ completati tabelul:

a)-x—-4=0; b)a=2x; 7z-1=2z

Ecuatia adusad la
formaax+b=0

Coeficientii Necunoscuta

2. Completati tabelul cu ecuatiile echivalente fo-
. losite in rezolvarea ecuatiilor:

a)-8x+4=0; b)vV2x+1=v/8x+3;
0)-(x-5)=2x+3; d)3(x-2)=2x+4).

Tipul de Pasi in Tipulde  Pasiin
ecuatie rezolvare  ecuatie rezolvare
Pas1:...
Pas 2: ...

: 3. Care dintre numerele -1; 0,6; 1 este solutie a
¢ ecuatiei 5x -3 =2(2 - x)?

: 4.Rezolvatiin multimea numerelor reale ecuatiile:

fa)2x-6,2=3 b¥=L

: x+1  2x-3 _x+2,

e e K
Ed)2(x—\/—)=4x+5—5(1+4\/§);
ge)x+1 2x—1+1;

§f)xJ_+J_=ﬁ(x+J§)+4;
¢ @) xV125 + V27 = 5xV5 - V3;
T AT ) T (o V3) = 4

.............................................................

= =X§1,x¢1;d)x\/(2—\/§)2=\/§—2x;e)ﬁ+x=5,5.

Rezolvare. a) Un produs de doi factori este egal cu 0 daca cel putin un factor este egal cu0; 2x + 1 =0

EXERSAM iIMPREUNA

3
6 S={-57}

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

HV3kx -2 +2V/3(x+1)=6V3;

l<)2[§(x+xg2) 5] 3X 4.
p2x-1,1-x_3x-2 2_x_i_1—\/§

V6 \/— V2. V6 V3 VB
5. Aflati parametrul real m pentru care ecuatia
mx + 7 = /20 - 3 are solutia x = V5.
6. Aflati parametrul m € R stiind ca ecuatiile
6(x+2)-7=4(x-1)+5s5i5x+2(m-1)=x+3:
sunt echivalente. :
7. Rezolvati in R ecuatiile:

a) 2mx + 6 = 4x + 2m, m este parametrul real; :
b)(m - 3)x+12=x+3m,m#=3,m € Rparametru. :

8. Rezolvati in R ecuatiile:

a)(5x-10)2x+4)(x+6)=0; b)Ix-6l=
_ 1. 2X+3 3 3
o I3x+5l+4=1; d) = o3 X* "5

e)xx/(3—M)=F—3X,
f)2v3-Bx-2) +3x=xv3 -3 -2);

4X - 3 _12x+5,
8 %1 = 3x+1

h)11x+ 12x +13x +...

+19x = 1431.

9. Aflati valorile parametrului intreg m pen-
tru care urmatoarele ecuatii au solutii intregi: :
amx-4m+6=m2x+1) +x+3; :
b) 5x + 4m = mx + m? - m.

10. Scrieti cate o ecuatie care sa aiba cate una
dintre solutiile:

a)x=-4; b)x=2V3;

.
............................................................



SISTEME DE DOUA ECUATII LINIARE
CU DOUA NECUNOSCUTE

Forma generala a ecuatiei de gradul I cu doud necunoscute este ax + by + ¢ = 0,
unde a,b € R, c € R se numesc coeficientii ecuatiei, iar ¢ se numeste termen liber.

Se numeste solutie a ecuatiei ax + by + ¢ = 0 o pereche de numere reale (x_;y,)
care verificd ecuatia (ax, + by, + ¢ = 0 devine o egalitate adevarata).

> Care dintre perechile de EXERSAM IMPREUNA - DESCOPERITI
numere reale: (1;3), (2;0), (-1;7) . . . . ot
e s . Discutati la nivelul clasei :
A LE| G 2807 Sl ! faptul ca éc atia este verifi- |
Rezolvare. Pentru (x; y,) =(1;3)avem 2 - 1 + 3 = 5, adevarat, i pvu ual i .

. . .. ¢ cata de 2 perechi de numere. :
deci perechea (1; 3) este solutie a ecuatiei. Pentru (x,; y,) = (2;0) . - o :
. ’ . ¢ Formulati ipoteze privind nu- :

avem 2 - 2 + 0 = 5, fals, deci perechea (2; 0) nu este solutie a ecu- v ’ TN o
. . C : marul de solutii si incercati :
atiei. Pentru (x,; y,) = (-1;7) avem 2-(-1) + 7 = 5, adevarat, o R o
. . . . salevalidati cu argumente! :
deci perechea (1; 3) este solutie a ecuatiei. g ’ ;

*ess00ssv0000000000000000000000000000”

@ S OBSERVATII e OO P P PRI PO P PP PP

< Prin conventie, intr-o pereche de numere, primul numar se asociaza necunos-
cutei x, iar al doilea numar se asociaza necunoscutei y. Daca in ecuatie se utilizeaza
alte litere pentru necunoscute, atunci ar trebui sa existe precizari suplimentare!

% Cum rezolvam o ecuatie de gradul I cu doua necunoscute, de forma ax + by +c =0,
cua,beR™ .

ax+by+c=0oby=-ax-ceoy= %. Ecuatia are o infinitate de solutii de :

-ax,—c !
forma o TO)’ x, € R, numita solutie generald. Daca dam o valoare lui x, obti- :

-2a-c

b

«
. K
® 00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000008000000080080000800000008000000080 &

> Rezolvati ecuatia: 2x +y =5 EXERSAM iMPREUNA IMPORTANT

in multimea numerelor reale. 0 ecuatie de gradul I cu
Rezolvare. 2x+y=5&y=5-2x. : 5 ’ . i

. . 5 ¢« doua necunoscute are o infi- -
Solutiile ecuatiei sunt de forma (x;, 5 - 2x), x, € R. Dacd x, = 1 : :

. . < . . b . nitate de solutii exprimate ca :
obtinem solutia (1; 3). Dacd x, = 2 obtinem solutia (2;1). Daca g .

’ . . ’ ’ - perechi de numere reale.
x, =—1 obtinem solutia (-1; 7). i

nem o solutie particulard: de exemplu, pentrux = 2 avem solutia particulara ;

.
. o
T T R T T A T T R T T T R T R T R TR O T T T S R O



este solutie a ecuatiei 2x -y + 3 = 0.
b) Determinati numarul real a pentru care perechea (2;1) este solutie

» a) Determinati numarul real m pentru care perechea (m;m + 1) EXERSAM iIMPREUNA

5

ecuatieiax + 2y — 4 = 0.

Rezolvare. a)

Perechea (m;m + 1) este solutie a ecuatiei 2x -y +3=0daca2m-(m+1) +3=0<

S2m-m-1+3=0m=-2.

b) Perechea (

2;1) este solutie a ecuatieiax + 2y —4=0dacdaa-2+2-1-4=0&2a-2=0<a=1.

> Fie ecuatiile:a) x +y + 1 =0; b) 2x - 3y + 5= 0; ¢) -3x + y + 6 = 0. Completati tabelul dupa model.

Ecuatia Necunoscute | Coeficienti | Solutia generald | Solutia particulara pentrux =1
x+y+1=0 xsiy a=b=c=1 (Xy; =%, = 1) (1; -2)
2x-3y+5=0
-3x+y+6=0

sistemului: {

a sistemului. Pentru (x,;y,) = (-1;0) avem {

% Se numeste sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute un ansamblu de doua
ax+by+c=0
mx+ny+p=0
a, b, m, n, ¢, p se numesc coeficientii ecuatiei si ¢, p se mai numesc termeni liberi.
% O pereche de numere reale (x,;y,) care verifica simultan cele doua ecuatii se

ecuatii cu doud necunoscute notat: { a,b,c,mn peR,

ax,+by,+c=0

numeste solutie a sistemului: { (ambele egalitdti sunt adevarate).

mx,+ny,+p=0
% A rezolva un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute inseamna a-i deter-
mina toate solutiile.
% Doua sisteme de doua ecuatii cu doua necunoscute se numesc echivalente
dacd au aceeasi multime a solutiilor.

» Care dintre perechile de numere reale (1;1), (-1;0) este solutie a EXERSAM iMPREUNA

Rezolvare. Pentru (x,;y,) =(1;1) avem {

2x+3y=5?
3x+y=4 "~

2-1+3-1=5
3-1+1=4
2:-(-1)+3-0=5
3-(-1)+0=4

, adevarat, deci perechea (1; 1) este solutie

, fals, asadar (-1;0) nu este solutie.

Discutati la nivelul clasei cazul perechilor (4; —1) si (2; —2). Formulati concluzii privind cazurile in
care putem decide daca o pereche este sau nu este solutie a unui astfel de sistem!

- . g . 5x-3y=4 : .
> Fie sistemul de doua ecuatii cu douad necunoscute: 3x+y=8 " Completati tabelul urmator.
Ecuatia Necunoscute | Coeficienti | Solutia generald Solutia particulara pentru x, = 2
SX -3y =4
3x+y=8
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REZOLVAREA UNUI SISTEM DE DOUA ECUATII CU DOUA NECUNOSCUTE
PRIN METODA SUBSTITUTIEI

Metoda substitutiei

+ Se transforma una dintre ecuatii (de reguld cea mai simpla) pana se ajunge laformax =... sauy =...
(ca la rezolvarea unei ecuatii cu doud necunoscute). Spunem ca prin acest procedeu exprimam pe x in
functie de y, respectiv pe y in functie de x.

% In ecuatia neprelucrata se inlocuieste (substituie) x sau y cu expresia lui x, respectiv y, obtinuta din
prelucrarea anterioard. Se obtine o ecuatie intr-o singura necunoscuta, fie y, fie x, care se rezolva.

+ Cu solutia aflata pentru una dintre necunoscute, se revine la exprimarea x = ... sau y = ... si se afla
cea de-a doua necunoscuta.

% Recomandare: se verifica solutia sistemului.

» Rezolvati sistemele de douad ecuatii cu doud necunoscute: EXERSAM IMPREUNA
2x+3y =5 ) 3x+2y=4
3x+y=4" 2x+5y=-1"
Rezolvare. a)
Sistemul Exprimarea x = ... Exprimareay =...
2x+3y =5 x=5_23ysaux=1% y=5_32xsauy=4—3x
3x+y=4
2x+3y =5 2x+3y =5 2x+3(4—3x)=5© 2x+12—9x=5© -7x=5-12
3x+y=4 y=4-3x y=4-3x {y=4-3x {y=4-3x

x=1 = 2:143-1=5 ,
CLy=4-3xLy=1 Solutla sistemului este perechea (1;1). Verificare: £3.1+1=4 _adevirat.

Descoperiti! Discutati la nivelul clasei de ce s-a preferat prelucrarea celei de-a doua ecuatii a siste-
mului si de ce s-a preferat exprimarea lui y in functie de x. Notati-va pe caiete concluziile!
_ 4 -2y 4 -2y
3x+2y=4 3x=4-2y e X=-73 X=—3
) < .

2x+ 5y =-1 2x+5y=-1 2x+5y=—l© 2'4—32)/ < 8 -4y 15y 3©

ey =l 3 t73 773

_4-2y 4 -2y x=2

e X773 PP 3 & {y--1 Solutia sistemului este perechea (2; - 1).
8+ 11y =- y=-1 Y

3-2+2-(-1)=4

2:2+5-(-1) =-

Verificare: { v adevarat.

Descoperiti! Organizati-va pe grupe de elevi si abordati rezolvarea sistemului prin metoda substi-

tutiei, dar in mod diferit fata de exemplul anterior. Prezentati celorlalti etapele de rezolvare. Formu-
lati concluzii utile invatarii!
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> Rezolvati sistemele de douad ecuatii cu doud necunoscute:

){5x+6y=7 ) b) 2x+y)-3=9
3x-15=3 -3y

10x + 12y = 10’

Rezolvare. a) { 10x + 12y = 10: 2 =

solutii. Multimea solutiilor este multimea vida.

b){Z(x+y)—3=9 {2x+2y=12 |: 2 {

3x-15=3-3y ~ \3x+3y=18 1:3°

5x+6y =7 S5x+6y =7
5x+6y =5’

X+y=6
xX+y=6’
acestea fiind solutiile ecuatiei x + y = 6. Solutiile sunt perechile (

EXERSAM IMPREUNA

imposibil pentru ca 5 # 7. Sistemul nu are

deci sistemul are o infinitate de solutii,

X,;6 - x,),x, €R.

Descoperiti! Discutati particularitatea acestor sisteme. A mai fost necesara aplicarea metodei sub-
stitutiei? Formulati la nivelul clasei concluzii si notati-le pe caiet.

CIEET

: 1. Gasiti solutia generala si 3 solutii particulare
pentru ecuatia 3x -y = 2.

: 2. a) Determinati numarul real a pentru care
perechea (a-1; a+1) este solutie a ecuatiei
P x-2y+1=0.

b) Determinati numarul real m pentru care pere-
: chea(-2; -1) este solutie a ecuatiei x + my -2 = 0.

: 3. Fie sistemul de doua ecuatii cu doua necunos-

3x+2y=35
: mator si completati-l.

: -6x-y=2
: cute: { Y . Copiati pe caiete tabelul ur-

Ecuatia Necunoscute Coeficienti Solutia  Solutia par-

generala ticulara pen-
trux =-1

: 4. Care dintre perechile de numere reale (-2; -3);
: (3v2;2V3);(5;3,6) este solutie a sistemului:
xV2 +yJ3 =12

: { 2x -3y =6(vV/2 - V3) )

: 5. Rezolvati sistemele de ecuatii:
: ) 2x+ 1= b) 4x-5=7 0 3x-4y =5
VLx+3y = 11’ {i-3y=-¢ 4x - 3y=2"

............................................................

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

3x+y)-6=0 3 _
d){x+2y=6 > © 6x _ 4y _ 235’
5

2xv/3 - 3yvV2 =-6

D 3xV/2 + 2y /3 = 7J6

+4
3y +1

4x+5 1
g) 4 3 3 4
{(x+7)(y 2)=(4+x)(y- 5)

_3x+5
6y+1.
4+y’
3 2

X+4
2y -2
4x -5

h)

1){(x+1)(2 V3)+(y-2)(V3+3)=4- 2\F§

X2 +V3) +y(V3-3)=3V3 - 4

{(Y+5)(X+3) =x+1)(y+8)

D\ @x-3)Gy+7) = 26x-6)(y + 1)’

2x+1) +3(3+2y)=3(y-1) +13
){4x+3(2x+y—1)=2(—x+y)+8 ’

6. Scrieti un sistem de doua ecuatii cu doua ne- :
cunoscute care sa aiba solutia (5; 6) si rezolvati-l :
prin metoda substitutiei.

.
...........................................................



REZOLVAREA UNUI SISTEM DE DOUA ECUATII CU DOUA NECUNOSCUTE
PRIN METODA REDUCERII

Metoda reducerii

% Metoda presupune alegerea uneia dintre necunoscute caruia sa i se aplice procedeul descris in
pasul urmator.

% Pentru necunoscuta aleasa (fie aceasta x) se inmulteste fiecare dintre ecuatii cu cate un numar
nenul, astfel incat la adunarea, membru cu membru, a celor doud noi ecuatii, coeficientul rezultat pentru
necunoscuta aleasa sa fie 0. Deci in ecuatia obtinuta acea necunoscuta dispare, obtinandu-se astfel o
ecuatie intr-o singura necunoscuta. Spunem ca am redus acea necunoscuta.

% Se rezolva ecuatia obtinuta (ce contine o singura necunoscuta, fie aceasta y), determinandu-se so-
lutia partiala (cea care corespunde necunoscutei).

% Se reia procedeul anterior descris, pentru a reduce cealalta necunoscuta (y). Se rezolva o noua ecu-
atie, determinandu-se valorile ce completeaza in pereche pe cele determinate la prima reducere.

% Perechea de numere obtinuta este solutia sistemului.

% Recomandare: se verifica solutia sistemului.

» Rezolvati sistemele de doua ecuatii cu doua necunoscute prin EXERSAM IMPREUNA
toda red i: 2) 2x+3y =5 ) 3X+2y=4
metoda reducerii: a Ix+y =4 2x+5y = 1"
Rezolvare. a)
Pasi in rezolvare Pasi in rezolvare
Inmultim a doua| (2x+3y = 5 Inmultim prima ecuatiecu3si | (2x+3y = 5I-3
ecuatie cu -3. 3x+y =4 | (-3) |adouaecuatie cu-2. 3x+y = 4|-(-2)
Adunam ecuatiile 2x+3y =5 Adunam ecuatiile obtinute. 6x+9y = 15
obtinute. -9x -3y =-12 -6x-2y = -8
-7x+0 = -7 0 +7y =7
Obtinem pe x. x =1 Obtinem pey. y =1
L . o 2:-1+3-1=5 =
Solutia sistemului este perechea (1;1). Verificare: {3.1+124 adevarat.
b) Coeficientii necunoscutei x sunt 3 si 2, iar ai necunoscutei y sunt 2 si 5. Indiferent ce necunos-
6x +4y=8
5 5 L ) [ 3x+2y=4]-2
cutd alegem sa reducem, trebuie sa inmultim ambele ecuatii: &4-6x-15y =3,
2x+5y=-1|-(-3) O-TIy=1T

Dupad ce obtinem necunoscuta y, putem sa combindm cele doua metode si sa inlocum pe y intr-o ecuatie

ox+5-(-1)=-1"{y

3:2+2-(-1)=4
2.2+5-(-1)=-

pentru a afla necunoscuta x: { -1 Solutia sistemului este perechea (2; —1).

Verificare: { v adevarat.

55



5x+6y=7 2(x + -3=9
» Rezolvati sistemele prin metoda reducerii: a) v : b) { x+y)

10x+ 12y = 10 -15=3 - ’
Rezolvare. Y Sx-15=3-3y
sx+6y=7| (-2 [ rox-lay=-
X =7| (-
a) Y < ¢ 10x+12y =10 |, fals pentrucd 0 # -4. Sistemul nu are solutii.
10x + 12y =10 ’
0+0=-4
2Ax+y) -3 = 2x+2y =121 3 bx+ 6y =36 ) o
) & { —6x - 6y = -36, adevarat, deci sistemul are 0
3x-15=3 - 3y 3x+3y=18| (-2)
0+0=0
infinitate de solutii. Solutiile sunt perechile (x; 6 - x ), x, € R.
54329
X
> Rezolvati sistemul de doud ecuatii cu doua necunoscute 4 | g "y g prin ambele metode invatate.
D_-5-0
x "y

5a+3b=2
@ V 10a-6b=0
Discutati la nivelul clasei ce pas suplimentar a necesitat rezolvarea. Identificati in setul de exercitii
urmator caror sisteme li se poate aplica un pas similar de rezolvare!
Spunem ca in astfel de cazuri folosim notatii ajutdtoare. Faceti analogie cu scrierea pe care o utili-
zati pe retelele de socializare ©!

Rezolvare. Notém% = b si obtinem { cu solutia (a; b) = ( =; 3) deci (x;yy=(5;3).

. IMPORTANT )

Daca prin adunarea sau scdaderea relatiilor se anuleaza toti termenii ce contin necunoscutele, pre-
¢ cum si termenii liberi, sistemul are o infinitate de solutii. Daca se anuleaza toti termenii ce contin
L necunoscutele, iar termenii liberi nu se anuleaza, sistemul nu are solutii.

..........................................................................................................................

! .
.

1. Rezolvati sistemele de ecuatii prin metoda reducerii:

§a) VIx+y=5 b{4x—2y=0_ o[ VBx-2y=5 d){S(x+y)—10=0_ ol ¥5-3.
: V2x-y=11 3x+y=-5 VEx+V2y=2V2’ 3x+2y=6 ’ x+y=4
){5(2x+1)—3(y+2)=3 _ icrl 128 1 .h{Z(x+y+3)—5(x—y—l)=1l_
4(x+y) -3(3x+2y)=-9 (x+2)(y—2)=(4+x)(y—5), 3x+y+3)+2x-y-1)=7"
:,){4(y—x)+7(2x+y)=—1 ) X )7_071) dx+y dx-y {Il—xl+3|y—1|=

: 5 )

: 7(y - x) +4(@2x+y) =-10 3_5_ S 3 _6 21 -xl-5]y-1|=-
: (y - x) +4(@2x+y) X-3=0,5 oy ey = ly -1

4x -5y =-3 ) 8(2x+y) -5(x+2y) =x+8

: 2(x+y+1)—3(2x—y)=7n 52x+y) +3(x+2y) =16 -7x+ 15y

2. Scrieti un sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute care sa aiba solutia (-2; -3) si rezolvati-l
. prin metoda reducerii.

MR R R R R R R R T R T T P L BN
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PROBLEME

CARE SE REZOLVA CU AJUTORUL ECUATIILOR SAU

A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE

» Anca are la geografie trei note: 8, 9 si 8. Ea vrea sa obtina EXERSAM iMPREUNA

media 9. Aflati a patra notd necesara, astfel incat media (chiar si prin
rotunjire) sa fie egala cu 9.
Rezolvare. Notam cu x a patra nota. In aceste conditii, media aritmetica e

o~ +9+8+ . . : P
anotelor Ancai este w. Pentru a obtine media 9 (chiar si prin
rotunjire), media aritmetica trebuie sa fie o valoare cuprinsa intre
8,5 si 9, inclusiv. Daca
8+9+8+x

9, iar daca
pentru ca nu

nota 9 sau 10.

8+9+8+x
4

=9 & 25+ x = 36 obtinem x = 11, imposibil
existd nota 11. Asadar, Anca trebuie sa obtina a patra

= 8,5 < 25+ x = 34 obtinem x =

»
.

Pentru rezolvarea unei probleme cu o necunoscutd, folosind ecuatii, se parcurg
etapele:

v Etapa de identificare: alegerea necunoscutei si notarea ei (de obicei continuta in
intrebarea problemei!).

v Etapa de corelare cu realitatea: precizarea tipului de valori care sunt convenabile
problemei (la exemplul anterior, tipul de valori era numar natural dela 1 la 10, acestea
fiind numerele ce reprezinta note).

v" Etapa de transpunere a textelor si informatiilor in limbaj matematic: scrierea
ecuatiei.

v Etapa de rezolvare: rezolvarea ecuatiei.

v Etapa de validare: verificarea si interpretarea rezultatului gasit.

Pentru rezolvarea unei probleme cu doua necunoscute, cu ajutorul sistemelor de
doua ecuatii cu doua necunoscute, se parcurg urmatoarele etape:

v Fixarea necunoscutelor si notarea lor;

v Scrierea modelului matematic, adica a sistemului de ecuatii;

v' Rezolvarea sistemului de ecuatii;

v’ Verificarea si interpretarea rezultatului gasit.

.
.........................................................................................................
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» loana a cumparat 2 kg de mere la pretul de 3,99 lei kilogramul EXERSAM iIMPREUNA
si 5 napolitane. In total a platit suma de 20,48 lei. Cat costa o napolitana

Rezolvare. Notam cu x pretul unei napolitane. Putem scrie:

2-3,99 + 5x = 20,48 si obtinem x = 2,50 lei. Verificam: 2 - 3,99 + 5 - 2,5 = 20, 48. O napolitana costa
2,50 lei.

» Suma a doua numere naturale este 160. Aflati numerele, stiind ca, daca impartim cel mai mare
numar la cel mai mic, obtinem catul 4 si restul 10.

Rezolvare. Avem doud necunoscute a si b (cele doua numere), si impartind cel mai mare numar la
cel mai mic obtinem catul 4 si restul 10, adica a = 4b + 10. Consideram necunoscuta problemei numa-
rul mai mic, b. Scriem cda suma numerelor este 160 sub forma: (4b + 10) + b = 160. Obtinem: b = 30 si
a = 130. Verificam: 30 + 130 = 160.

» Daca 4 stilouri si 10 creioane costa 57 lei, iar 5 stilouri si 7 creioane costa 63 lei, cat costa un
stilou si cat costa un creion?

Rezolvare. Notam cu x pretul unui stilou si cu y pretul unui creion.

Putem considera ca preturile se pot exprima prin numere pozitive, de regula numere rationale.

. 4x +10y =57 .. . .. .
Scriem si rezolvam sistemul de doua ecuatii cu doua necunoscute:
SX+7y =63 ° ’
4x + 10y = 571[- 5 {20x+50y=285 ) {x=10,5 Un stil 410.50 lei si
o + . Un stilou costad 10,50 lei si un cre-
5x + 7y =63 |- (-4) -20x - 28y = -252 y=1,5 3

4-10,5+10-1,5 =57

5.10,5+7-1,5=63 ° Valorile obtinute sunt posibile din punct de

ion costa 1,50 lei. Verificare: {

vedere al contextului.

» Daca Raluca ar pune cate 3 flori in cate o vaza, ar mai ramane
6 flori, iar daca ar pune cate 5 flori, ar ramane doua vaze goale. Cate
flori si cate vaze are Raluca?

Rezolvare. Notam cu x numarul de flori si cu y numarul de vaze.
Valorile cautate sunt numere naturale. Sistemul se scrie astfel:

3y=x-6 5 ‘ o
{ 50/ -2) =X Dupa rezolvare obtinem x = 30 (flori) si y = 8 (vaze).

Verificati solutia.
> Tatal avea 22 de ani cand s-a ndscut fiica sa si 25 de ani cand s-a nascut fiul sau. Acum toti trei
au impreuna 67 de ani. Aflati ce varsta are fiecare.
Rezolvare. Notam cu t - varsta tatalui, f - varsta fetei si b - varsta baiatului. Avem sistemul de trei
f+22=t
ecuatii cu trei necunoscute: 4 b+25=1t . Este o noud provocare, dar vom incerca reducerea siste-
f+b+t=67
mului la unul de doua ecuatii cu doud necunoscute sau la o ecuatie.
Din prima ecuatie exprimam f = t - 22, din a doua ecuatie exprimam b = ¢ - 25 si facem inlocuirile
corespunzatoare in ultima ecuatie; obtinem t — 22 + t — 25 + t = 67, de unde t = 38. Tatal are, deci, 38
de ani, fiica are 16 ani, iar fiul 13 ani. Se verifica solutia obtinuta.
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1. O sursa de apa, care are un debit de 120 de
litri pe minut, alimenteaza doua fantani dintre
care una primeste de 5 ori mai multa apa decat
cealalta. Care este debitul de alimentare pentru
fiecare dintre cele doua fantani?

2. Din cinci note pe care le are la fizica, Raluca a
obtinut media 8,2. Ce nota ar trebui sa obtina la
ultima lucrare pentru a rezulta media 9?

3. Intr-o intreprindere lucreaza 145 de oameni:
de cinci ori mai multi muncitori decat maistri,
de doua ori mai multi maistri decat ingineri, de
doua ori mai multi ingineri decat soferi si 10 van-
zatori. Cati muncitori lucreaza in intreprindere?

4. Teri au absentat 12,5% dintre elevii clasei. As-
tazi absenteaza cu un elev mai mult decat ieri si
sunt de 5 ori mai multi prezenti decat absenti.
Care este numarul total de elevi din clasa?

5. Un aparat de fotografiat se ieftineste cu 20%
din pretul pe care il are. Dupa un timp, apara-
tul de fotografiat se scumpeste cu 20% din noul
pret. Dupd scumpire aparatul costa 960 lei.

a) Care a fost pretul initial al aparatului de
fotografiat?

b) Care a fost pretul aparatului dupa ieftinire?

6. Un fermier glumet zice: ,Am gdini si iepuri.
Cand numar capetele, gasesc 100. Cand numar
picioarele, gasesc 320. Cate gdini si cati iepuri
am?”’

7. O carte si un caiet costa 24 lei. Cartea costa de
15 ori mai mult decat caietul. Cat costa 10 caiete?

8. Intr-un bloc sunt 76 de camere in 28 de aparta-
mente cu cate doud, respectiv cu cate trei camere.
a) Cate apartamente cu cate 2 camere sunt in
bloc?

b) Cat la suta din numarul apartamentelor cu
cate trei camere reprezinta numarul apartamen-
telor cu cate doua camere?

9. Andrei si Emil sunt frati. Suma varstelor celor
doi frati este 39 de ani. In urma cu trei ani, varsta
lui Andrei era jumatate din varsta lui Emil.

a) Ce varsta are Andrei acum?

b) Peste cati ani varsta lui Andrei va fi doua tre-
imi din varsta lui Emil?

10. Intr-un parc auto sunt camioane si micro-
buze. Numarul microbuzelor este de trei ori mai
mare decat al camioanelor. Daca vor pleca 7 mi-
crobuze si vor mai veni 5 camioane, numarul mi-
crobuzelor va fi egal cu cel al camioanelor. Aflati
cate camioane si cate microbuze sunt in parcul
auto respectiv.

11. Suma a doua numere este 15. Daca suma din-
tre numarul de 4 ori mai mare ca primul numar
si al doilea numar inmultit cu 7 este 99, aflati
numerele.

12. Suma cifrelor unui numar de doua cifre este
11. Daca adaugam la numarul respectiv 63, ob-
tinem un numar format din aceleasi cifre, dar
asezate in ordine inversa. Aflati numarul initial.

13. Daca pe
fiecare pagina

a unui album
am lipi 2 poze,
n-ar avea loc 2
fotografii. Daca
am lipi cate 3
poze, ar ramane
8 pagini goale. Cate pagini are albumul si cate
fotografii avem?

14. Aflati doud numere care au diferenta egala
cu 72 si raportul egal cu 5.

15. Numaratorul unei fractii este cu 20 mai mare
decat numitorul. Daca marim numitorul cu 5
si micsoram numaratorul cu 5, se obtine rezulta-
tul 2. Aflati fractia initiala.



CAPITOLUL 2

1. Stabiliti care dintre numerele reale —2; V/5; 0; V27 si 6 verifica ecuatiile:

a)%—5= 6x +1; b)x;—9=4x-§11; C)x+3\/§_x—22x/§=4é/§_l.

2. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:
a) 4x+15=x-12; b)4x+3)-2x=5-32-x); ©)5(x+6)-2x=36-312 -x);

DX +31=-2 X33 22X 4 f)(x-2)7+ 3x = x(x + 1);

3 & 3 2
) V53Bx-D-V3(x+2) =6+3V5(x+3) -xvV3; hXl-x33_3x_xxl
~2X-3 ,3x-2 _4x+3 5. ~2-4x x-2 , x_22-3x%), 11 1 1 1
D=+ =" "1 V3 ~Ta ts= 5 o Nop@X -t

3. Care dintre perechile (-5 ;v/5), (V2; 3), (3V3;V3), (-2; 3) verifica sistemele de ecuatii:

a){4x+3y=1' b) xJV2+y=5 - x—2y=x/§?
3x+4y =6 x-yv2=-2v2 2x -y =53

4. Colaborati la nivelul clasei si rezolvati fiecare dintre sistemele de doua ecuatii cu doua
necunoscute prin diferite metode invatate, apoi prezentati si discutati, formuland conclu-
zii care sprijind invatarea:

2x-3y=2 b 6(x+2y)=4(3y—2x)—28. x=1-3y
a){4x+5y=4’ {—4(x+y)=2—3(x+2y) ’ {3X+5)’=‘1’

10 _ 6 8 _ x+1 _y+2_ 2x-y)
x+5y =12 0 xty=7 i3 T {5|X|+2|y|=16.
_15_ 47 4_6__71 -3 _y-3 ’ 3Ixl—|y|=3 "’
2x -4 =17 sy =-1 e ¥

3Ix+21+2)y-1=17
Dx+y+5)2x-y+4)=0;

2lx+2l-3ly-1|=7 ’

. {y(2x+5) FIy T =By, k)(3x+2y-5)2x-y-1) =0;

32x-1)-2(1-2y) =0 ’

x+y_2y+1_3x_3+L
3 5 7 4 15

1 .

{ (x+1)2-(x+y)?+(y+4)?=x(4-2y) +23

5. Un pachet cantareste cu 0,6 kg mai mult decat partea ce reprezinta 0,6 din el. Cat can-
tareste pachetul?

6. Perimetrul unui triunghi este de 12 cm, iar lungimile laturilor sunt exprimate prin nu-
mere naturale consecutive. Aflati lungimile laturilor.

7. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 48 cm, iar o laturd are lungimea de 14 cm. Aflati
lungimile celorlalte doua laturi.

8. Peste 10 ani varsta Mariei va fi de doua ori mai mare decat varsta pe care a avut-o acum
2 ani. Ce varsta are acum Maria?

PROBLEME RECAPITULATIVE



9. Un unghi exterior al unui triunghi isoscel are masura de 100°. Aflati masurile unghiurilor triunghiului.

10. Doua dintre unghiurile unui paralelogram au masurile exprimate prin doua numere naturale conse-
cutive pare. Aflati masurile tuturor unghiurilor paralelogramului.

11. Intr-un bidon sunt 35 [ de ap4, iar in altul 10 [ de apa. Daca addugam o aceeasi cantitate de apa in cele
doua bidoane, va fi de 3 ori mai putina apa in al doilea bidon decat in primul. Care este cantitatea de apa
adaugata?

12. In urma cu cinci ani, tripletii Marius, Codrin si Petru, impreunad cu sora lor cu 5 ani mai mare, aveau
impreuna 13 ani. Ce varsta are Petru astazi?

13. Dacd dragonul rosu ar avea cu 7 capete mai mult decat cel verde, acestia
ar avea 35 de capete impreuna. Dar dragonul rosu are cu 7 capete mai putin
decat dragonul verde. Cate capete are dragonul rosu?

%

14. Un automobil a parcurs o distanta in trei zile, astfel: in prima zi a parcurs 35% din drum, in a doua zi
20 % din distanta ramasa, iar in a treia zi restul de 130 km.
a) Cati kilometri are intreaga distanta?

b) Cati kilometri a parcurs automobilul in fiecare zi?

15. Trei membri ai unei familii de iepuri au mancat impreuna 73 de morcovi.
Iepuroiul tata a mancat cu 5 morcovi mai mult decat iepuroaica mama. Fiul
lor, Bunny, a mancat cu 2 morcovi mai putin decat jumatate din cat a mancat
mama sa. Cati morcovi a mancat fiecare?

16. Ioana si Raluca si-au propus sa rezolve impreund, in vacantd, 100 de probleme. Ioana a rezolvat cu
20% mai multe decat si-a propus, iar Raluca cu 10% mai putine decat si-a propus, astfel incat la sfarsitul
vacantei aveau rezolvate 105 probleme.

a) Cate probleme si-a propus fiecare fata sa rezolve?

b) Cate probleme a rezolvat fiecare fata?

17. Catalin are in biblioteca de 9 ori mai multe carti decat fratele sau Ionut. Dupa ce ii da lui lonut 10 carti,
Catalin constata cd i-au ramas de 5 ori mai multe carti decat fratelui sau. Cate carti au impreuna cei doi
frati?

18. Intr-un bloc sunt 25 de apartamente cu cate doud sau cu cate patru camere, in total avand 70 de ca-
mere. Cate apartamente de fiecare fel sunt in bloc?

19. Intr-o clasa sunt 31 de elevi, baieti si fete. Daca in clasa mai vin 2 fete si pleacd 3 baieti, atunci nu-
marul fetelor devine egal cu dublul numarului baietilor. Aflati cati baieti si cate fete erau initial in clasa.

20. Compuneti o problema care sa se rezolve cu ajutorul unei ecuatii si doua probleme care sa se rezolve
cu ajutorul sistemelor de ecuatii; rezolvati fiecare sistem prin alta metoda.
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(> TEST DE AUTOEVALUARE

1. Coeficientii ecuatiei 4x+ 8 = 0 sunt ....,
necunoscuta este ..... si solutia este ...... .

2. Dintre numerele -5; -3,2; 0; 4, solutia
ecuatiei 6x + 9 = x - 7 este numadrul .....

3.Ecuatia 5x + m = 3, m parametru real, are

solutia x = -1 pentrumegal cu....
4. Dintre (-2; 3), (2;-3), (2;3), (-2; -3)
. . . 6x+5y = -3
este solutie a sistemului
’ 4x -y = 11

perechea....

(4 TESTUL 1

1. Rezolvati in R ecuatiile:

@2x—5=7x+15;l®%§i§=§§:5-

2. Rezolvati sistemele de ecuatii:
3x+y=14
4x+y =17
2Ax+2y) -3(x+3y)=5
b) ;
x=1-2y

x+1_y+2 _2x-y)
SREE 4 5

(4 TESTUL 2

1. Daca din triplul unui numar scadem 4,5
obtinem 9. Aflati numarul.

2. Dintr-o bucata dreptunghiulara de tabla
cu aria de 108 dm? a fost taiata o alta bu-
cata dreptunghiulara cu aria de 27 dm?
Aflati dimensiunile bucatii initiale, stiind
ca bucata ramasa are forma de patrat.

3. Alexandra a primit o cutie de bomboane.
Ea a méancat cite cinci bomboane pe zi
pana cand au mai ramas trei. Aflati cate
bomboane puteau fi in cutie, stiind ca nu-
marul lor este cuprins intre 40 si 50. Aflati

5. Ecuatia [2x - 3] = 5 are solutiile ..............
Sy-1 2

X+

6. Sistemul 2‘1 ‘3 321
y-Tp =T

are solutia .....

7.Dacad suma a 10 numere consecutive este
125, atunci cel mai mare numar este...

Punctaj: problemele 1-5 cdte 1p,

problemele 6-7 cate 2p. Oficiu: 1p.

3. Suma a doud numere este 137, iar di-
ferenta dintre dublul primului numar si
triplul celui de al doilea este 99. Aflati
numerele.

4. Un broker a primit de la un investitor o
suma de bani pentru a cumpéra actiuni. in
prima zi cheltuieste 30% din sumd, a doua
zi 40% din suma, iar a treia zi cheltuieste
un sfert din suma.
a) In ce zi cheltuieste cel mai putin?
b) Determinati suma, stiind ca, dupa cele 3
zile, investitorul a ramas cu 150 lei.
Punctaj: problema 2 are 3 p, problemele 1, 3, 4
au cdte 2 p fiecare. Oficiu: 1p.

numarul de zile in care Alexandra a man-
cat bomboanele.

4. La un spectacol s-au vandut 100 de bi-
lete, cu preturi de 15 lei si de 20 lei. Aflati
cate bilete de 20 lei s-au vandut, stiind ca
suma incasata a fost de 1800 lei.

5. Determinati doua numere, stiind ca
suma dintre 75% din primul si 90% din al
doilea este 49,5 si suma dintre 110% din
primul si 120% din al doilea este 69,6.

Punctaj: problema 1 are 1p, problemele 2-5
au cdte 2p fiecare. Oficiu: 1p.



ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR

REPREZENTAREA PERECHILOR DE NUMERE
SI A PUNCTELOR GEOMETRICE INTR-UN SISTEM
DE AXE ORTOGONALE

B ¢/ SA INVATAM!

: Fie multimile A = {1;2} si B = {a; b; c}. Cu elementele celor doud multimi formam perechi ordonate, :
¢ incare primul element este din multimea A si al doilea element este din multimea B: (1, a); (1, b); (1, ¢);
(2,a); (2,b)(2,c). Multimea acestor perechi ordonate se numeste produsul cartezian al multimilor A si B.

...................................................................................

..............................................

........................................

»
.......................................

% Se numeste produsul cartezian al multimilor A si B multimea perechilor ordo-
nate care au primul element din multimea A si al doilea element din multimea B.

Notatie: A x B={(x,y),x € A,y € B}.

cele doua elemente multimea din care face parte.
xy) =(x,y) ex=x,y=y.
(x,y) #(v,x). Egalitatea are locdacax=y.

» Cu numerele 1 si 2 putem
forma doua perechi ordonate: (1, 2)
si(2, 1), care sunt diferite (din punctde
vedere al ordinii). In plus, perechile (1, 2) si (2, 1) sunt diferite de
multimea {1, 2}. Atentie! Scrierea {2, 2} nu are sens din punctul
de vedere al notiunii de multime, dar perechea (2, 2) are sens!

» Pentru multimile A = {1;2} si B = {a; b; c} calculam A x B si
B x A.

EXERSAM iIMPREUNA

1 2 a b c
a 1,a) | (2,a) 1 |BxA | (a1)]| (1) ] (1)
b|AxB| (1,b) | (2,b) (@,2) | (b,2) | (c,2)
c 1,0) | (2,0

A xB={1,a);(1,b);(1,c);(2,a);(2,b);(2,0)} si
BxA ={(a,1);(b,1);(c,1);(a,2);(b,2);(c,2)}, multimi care sunt
diferite.
> Fie multimile A = {1,2,3} si B = {7,8,9,10}. Calculati A x B,
B x A,A x Asi B x B.Cate elemente are fiecare multime obtinuta?
Rezolvare. AxB = {(1,7);(1,8);(1,9);(1,10);(2,7);(2,8);
(2,9);(2,10);(3,7);(3,8);(3,9);(3,10)}. Multimea are 12 elemente.

¢ O pereche ordonata este o pereche (x,y) in care am fixat pentru fiecare dintre

B 5 OBSERVATII .

i Daca A este o multime
¢ finitd cu m elemente, iar B :
este o multime finitd cu n ele-
: mente, atunci A x Barem-n
: elemente. :
: Intr-adevar, cu fiecare ele- :
i ment din multimea A putem :
: construi n perechi ordonate :
i cu elementele din multimea :
¢ B.Cum A are m elemente, nu- :
: marul total de perechi ordo- :
: nateestem-n. :
Putem spune ¢4, in cazul :
: incarecard A=msicardB=n, :
atunci card(A x B)=m - n.

» »
..................................
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CAPITOLUL 3

M \) ACTIVITATE PRACTICA R PP
ﬁ ancdergn:

© Priviti la tabla de sah din desenul alaturat, care este for-
- mata din 64 de patrate dispuse pe 8 directii orizontale, nu-
merotate cu cifre de la 1 la 8, respectiv pe 8 directii verticale, 7
. identificate prin litere, de la a la h. Pozitia fiecarui patrat al
tablei de sah corespunde locului de intalnire a unei directii
¢ verticale cu una orizontald, deci corespunde unei litere si
unei cifre. Astfel, regele negru se afla la inceputul jocului in 4
- patratul de pozitie (e, 8), iar calul negru de pe pozitia (b, 8)
poate deschide jocul prin mutarea sa fie pe pozitia (a, 6), fie
« pe pozitia (c, 6). Gasiti locul pe tabla de sah a fiecarei piese. 2
Pozitiile pieselor de pe tabla de sah se descriu ca perechi 4
. ordonate pe care le gasim in produsul cartezian A x B, al

© multimilor A = {a,b,¢,d,e,f,g,h} siB=1{1,2,3,4,5,6,7,8}.

.
........................................................................................................................

- DESCOPERITI . I= NE AMINTIM! S ersns st .

. Am invatat si reprezen- : : Ansamblul format dintr-o dreapta numita directie, un punct :
¢ tam pe axa numerelor reale : ' pe dreapta (notat cu O) numit origine, un sens si o unitate de :
orice punct de coordonata . masura determind axa numerelor reale. :
© a, A(a). Dar daca avem o pe- Oricarui numar real a ii corespunde pe axa punctul A(a) si
. reche ordonata de numere i © citim,A de coordonata a”. :

*evcs

. reale, o putem reprezenta?

.

“ Se numeste sistem de axe ortogonale o pereche de doud axe perpendiculare
care au originea comuna. Un sistem de axe ortogonale se noteaza cu xOy.

O este originea sistemului de axe si originea fiecarei axe.

Cele doua axe au aceeasi unitate de masura.

Ox este axa absciselor (axa orizontala) si are sensul pozitiv spre dreapta. Punctele
acestei axe se numesc abscise.

Oy este axa ordonatelor (axa verticald) si are sensul pozitiv in sus. Punctele aces-
tei axe se numesc ordonate.

0 abscisa si o ordonata formeaza o pereche de coordonate.

% In planul in care s-a fixat un sistem de coordonate xOy, oricarei perechi de
numere reale (a, b) ii corespunde un punct in plan, M(a, b), si citim ,punctul M de
coordonate a si b
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.........................................

R v/ SA INVATAM!

: Cum reprezentam punctul it C
M(a, b) intr-un sistem de coordo- o 4
nate x0y? . I

% Reprezentam pe axa absci- ol :

selor, Ox, punctul de coordonata
(abscisa) a, A(a) si pe axa ordo-
: natelor, Oy, punctul de coordo-
nate (ordonata) b, B(b).

: % Prin punctul A ducem o
paralela, punctata, la Oy. Prin P
: punctul B ducem o paralela, :
punctata, la Ox. Punctul aflat

o
N TR T T T - .
o

+ x4 e

CAPITOLUL 3

lh

s

: : ; L :
¢ la intersectia celor doud drepte py s : ;4 ost! e
. punctate este punctul M(a, b). o : ; Gi-a.01) 01 | £, 0} '
i Fie punctul M in planul in B{i== = < M{a, 1) . - —
. care s-a fixat un sistem de coor- I g Y- i :
: donate xOy. Determinam pere- [ : i, 4 =
chea sa de coordonate: ducem : " i :
i o paraleld la Oy, prin punctul 0 Ala) S OO SNOOUOUU -t £
¢ M, care intersecteazd axa Ox in ;

: A(a), deci punctul M are abscisa :

a; ducem apoi o paralela la Oy, prin punctul M, care intersec-

: teazd axa Oy in B(b), deci punctul M are ordonata b. Punctului M :

ii corespunde perechea de numere (a, b), deci M(a, b).

: % Oricarei perechi (a, b) 1i corespunde un unic punct in plan :

si oricdrui punct in plan ii corespunde o unica pereche din pro-

: dusul cartezian R x R. Spunem ca planul se identifica cu produ- :

¢ sul cartezian R x R. :

S ——

.............
Planul in care este reprezentat un sistem de axe ortogonale este impartit :
¢ (de cele doua axe) in 4 zone, numite cadrane, notate in sens invers sensului | £ <

: de rotire a acelor de ceasornic cu cifre romane.
« % Punctele reprezentate in cadranul I au ambele coordonate pozitive.

(1]

L)

% Punctele reprezentate in cadranul Il au abscisa negativa si ordonata pozitiva.
< % Punctele reprezentate in cadranul III au ambele coordonate negative.

¢ % Punctele reprezentate in cadranul IV au abscisa pozitiva si ordonata
© negativa.

+ Orice punct situat pe axa absciselor are ordonata egala cu 0.

+ Orice punct situat pe axa ordonatelor are abscisa egala cu 0.

[

7
°

S 0000000000000 0000000000 00000000000 000000000000000000000000000080008000000000080008000000000000000000000800

0
»
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Reprezentati intr-un sis-
tem de axe ortogonale punc- :
tele: A(2, 3); B(=4, 4); (-2, :
-1); D(5, -5); E(3, 0); FO, 2); :
G(-3,0); H(0, -3).

Discutati la nivelul clasei
particularitatile punctelor E,
: E GsiH. Formulati concluzii :
: care sprijind invatarea. :




CAPITOLUL 3

LJ » Determinati coordonatele punctelor din figura alaturata si EXERSAM IMPREUNA
completati tabelul dupa model:
Punct A B O|T|E|S|D|M|N
Abscisa -3 0 A
Ordonata 4 4 ! f
Cadranul sau axa II | Oy M
» Determinati produsul cartezian al multimilor: A = {1;3} si L g S
B ={1;2;4}. "
Rezolvare. A x B=1{(1,1);(1,2);(1,4);(3,1);(3,2);(3,4)}. ' ¥ o

. SA INVTM! ......................................... .

Cuvantul ,cartezian” pro- : :  Un alt mod de reprezentare In
vine de la numele latinizat @ : a produsului cartezian este dia- _
(Cartesius) al lui René Des- : grama carteziand. e R
cartes, filozof, matematician @ Reprezentam intr-un sistem de i i
si fizician francez; el a in- axe ortogonale numerele din mul- 24 _:[1.34 = :|:s.21
trodus aceste coordonate in timea A pe axa Ox si numerele din b LU - )
anul 1637. ¢ multimea B pe axa Oy. Ducem prin I | -2
in onoarea marelui mate- :  : punctele reprezentate pe Ox drepte ) I 3
matician, sistemul de axe or- : ¢ paralele cuaxa Oy si prin punctele
togonale mai poarta numele : reprezentate pe Oy drepte paralele :
de reper cartezian. ¢ cu Ox. Punctele de intersectie ale acestor paralele au drept pe- :

. rechi de coordonate elementele produsului cartezian.

>
.............................................................................

s DESCOPERITI > Aflati, in fiecare caz, EXERSAM IMPREUNA

© Cititi cu atentie scrierea : multimile A si B, stiind ca:

D {(-2,2);(-2,3);(2,2);(2,3); ¢ @A xB={(-1,5);(-1,7);(1,5);(1,7);(3,5);

' (3,2)). Poate reprezenta :  b)AxB={(0,0);(0,1);(0,2);(1,0);(1,1);(1,2); 2,0);21%;, 2)}.
© aceasta scriere o multime de : Rezolvare.

tip produs cartezian? a) Primul element al fiecarei perechi din produsul cartezian
: Comparati la nivelul cla- : este din prima multime, A, iar al doilea element al fiecarei pe-
sei argumentele si formulati rechi este din a doua multime, B; A = {-1;1;3} si B = {5;7}.

. concluzii utile invatarii! b) Obtinem A = B = {0; 1; 2}.

.
....................................



CAPITOLUL 3

RO EXERSATI R R R R IR R IR R R BRI .

1. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale 7. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogo-
punctele: A(-2, 2); B(-5, -4); C(-6, 3); D(4, -=5);  nale, in care luati unitatea de masura de 1 cm,

csee

E(6, 1); F(0, —4); G(-6, 0); H(0, -5). urmatoarele puncte: A(Z%; 4y; B(—l;S%); :
, 2. DeterminagiA xB;BxA;AxA;BxB $i cardi- g((_f(y))_\/g), D(0; - 4,5); E(3,25; - \/g); F(\/f;\/i); :

nalul acestora, stiind ca A = {1;5} si B = {-2;0}.

3. Determinati A x B; B x A; A x A; B x B, stiind 8. Determinati coordonatele punctelor din figura :

C3A ={-3; -1;1;3;5) si B = {~2;0;2;4}. Aflati alaturata si completati urmatorul tabel: 5
cardinalul fiecarui produs cartezian gasit. ! L :

. 1 .

4. Pentru multimile A = {-2;3} si B = {-1;2} de- : i :

: terminati A x B; B x A; A x A; B x B sirealizati in Y :
fiecare caz diagrama carteziana. : " " :

5. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale :
punctele: A(-2; 4); B(3; -3); C(3; 2); D(-5; —4); g % J :

E(-4; -3) si precizati in ce cadrane se afla fiecare.

i 6. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogo-
nale punctele: A(-2; 5); B(0; —4); C(1; 4); D(5; 0);  Punct A B O E|T S DN M|
E(-6; -4); F(2; -3); G(~3; 0); H(0; 2) si specificati ~ |/Abscisa s e
care puncte sunt pe axele de coordonate. Ordonata :

: Cadran / axa :

R [/ PORTOFOLIU L LT IR ITLRIE eeseeesisnnnnns

Ati invatat la geografie despre latitudine si longi- / g
tudine. Acestea formeaza un sistem de coordonate /4
geografice care permit localizarea cu precizie a ori- |
carui punct pe suprafata Pamantului. Coordonatele ‘
geografice nu se exprima prin unitati de lungime, g
ci prin unitati de masura ale unghiurilor. Latitudi-
nea si longitudinea sunt exprimate in grade, minute “
si secunde. ;

Realizati un referat despre coordonatele geografice (istoric, personalitdti, curiozitati etc). Formati
echipe la nivelul clasei si stabiliti trasee de calatorie care sa aiba ca punct de plecare localitatea voas-
tra si inca 10 localitati (destinatii).

Folosind fie harti turistice, fie aplicatii online, realizati un tabel cu informatiile privind coordona-
tele geografice ale localitatilor de pe traseu. Comparati traseele si coordonatele identificate. Asociati :
acestui proiect alte 4 cerinte interdisciplinare!

csessccsvee

R Y R T T
cesvee



CAPITOLUL 3

DISTANTA DINTRE DOUA PUNCTE DIN PLAN

> Intr-un sistem de axe ortogonale, cu unitatea de masura de 1 cm, EXERSAM IMPREUNA
desenati punctele A(1; 0), B(5; 0) si C(-3; 0). Masurati cu rigla gradata
distanta dintre A si B, dintre A si C si dintre C si B, apoi verificati prin
calcule valorile obtinute. RE)
Rezolvare: Punctele A, B si C sunt pe axa Ox si OA = 1, OB = 5,
OC = 3 (unitati de masura). Observam in desen ca intre punctele A si B
unitatea de masura este reprezentata de 4 ori, deci segmentul AB are
lungimea de 4 cm: AB = OB - OA. o K
Intre punctele A si C unitatea de masura este reprezentata de 4 VIS | e P
ori, deci segmentul AC are lungimeade4cm: AC=1+3=1-(-3) =
=](-3) - 1] em. Daca A(x,,0) si C(x,,0), putem spune ca AC = Xe = X, |-
Intre punctele C si B unitatea de masura este reprezentata de 8 ori,
decisegmentul CBarelungimeade8cm:CB=0B + OC=5 + 3=8.Daca i
B(xB,q) si C(x,,0), putem spune cd CB = Xz = X|- it
» Intr-un sistem de axe ortogonale, cu unitatea de masura de :
1 cm, desenati punctele D(0; 4) si E(0; 2). Masurati distanta dintre D si
E si verificati prin calcule valorile obtinute.
Rezolvare. Punctele D si E sunt pe axa Oy si OD = 4, OC = 2 (unitati L
de masurd). Observam in desen ca intre punctele D si E unitatea de
masurd este reprezentata de 2 ori, deci segmentul DE are lungimea de
2 cm. Daca D(0,y,) si E(0,y,), putem spune ca DE = Ve = V|-

£k )

M, -8

Fie punctele A(x,,0) si B(x,,0) pe axa Ox. Distanta de la A la B este lungimea
segmentului AB si este egald cu AB = |x, - x,|.

Fie punctele C(0,y.) si D(0,y,) pe axa Oy. Distanta de la C la D este lungimea
segmentului CD si este egala cuCD = |y, - y .

QY ' .
g = -

: 4 Lin .
: Priviti desenul alaturat si discutati la nivelul clasei legatura = o
dintre lungimea segmentului AB si cea a segmentului CD. Formu- §= === =yt

¢ lati o concluzie generala referitoare la modul in care se calculeaza ! 1|

: distanta dintre doua puncte care au ordonatele egale. Studiati si ‘I !

situatia in care doud puncte au abscisele egale! L4 "* o __-_'“ -



CAPITOLUL 3

> Intr-un sistem de axe ortogonale, cu unitatea de masura
de 1 cm, desenati punctele B(-4; 4) si C(2; —4). Masurati distanta dintre
B si C si verificati prin calcule valoarea obtinuta.

Rezolvare.

Ducem prin B o paralela la axa Ox si prin C o paralela la axa
Oy; cele doua paralele se intdlnesc in punctul A(2; 4). Triun-
ghiul ABC este un triunghi dreptunghic cu laturile AB = 6 cm si
AC = 8 cm. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul ABC si obti-
nem BC=+VAB?>+ AC? =36+ 64 =10 cm.

> Intr-un sistem de axe ortogonal desenati punctele A(x,,y,) si
B(x,,y,). Calculati lungimea segmentului AB. ¢

Rezolvare. B

- it

Ducem prin A o paraleld la axa Ox si prin B o paralela la =
axa Oy. Cele doud paralele se intalnesc in punctul C(x_y,), s = :
unde x. = |x, = X,| $i Y. = |y, — ¥,|- Triunghiul ABC este un triunghi Ala e — o S fe
dreptunghic in C. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul ABC si = s

obtinem AB = \/(XB -x )+ (y, -y,

]ll

fu

::"a 3 In raport cu un sistem de axe ortogonale xOy, lungimea segmentului AB, A(x,,y,)
si B(x,,y,) este egala cu AB = /(x, - x,)2 + (y, - y,)*.

> Demonstrati cd punctele A(-1; 6), B(2; -9) si C(0; 1) sunt coliniare. EXERSAM IMPREUNA

Rezolvare. Desenam punctele intr-un sistem ortogonal cu unitatea
de masurd de 1 cm. Calculdm lungimile segmentelor AB, AC si BC si
obtinem AB = 3v26 cm, AC = V26 cm si BC = 2v/26 cm. Putem scrie AC + BC = AB, de unde obtinem
ca punctele A — C — B sunt coliniare in aceasta ordine.

» Desenati intr-un sistem de axe ortogonale xOy, cu unitatea de masura de 1 cm, punctele
A(-1; 3), B(2; -1) si C(-2; —4). Calculati perimetrul triunghiului ABC. Aratati ca triunghiul ABC este
dreptunghic isoscel.

Rezolvare. P,,.= AB + BC + CA. Calculam lungimile laturilor triunghiului:
AB=/(x,-x,)"+(y,-y,)% AB=y(2+1)?+(-1-3)?=V9+16 = 5 cm;
BC=4(-2-2?+(-4+1)2=vV16+9 =5cm;
CA=y(-1+22+@B+4)?=v1+49=+/50=5vV2 cm; P,,.= 10+ 52 cm.

Cum AB = BC, am obtinut ca triunghiul ABC este isoscel. Pentru a arata ca triunghiul este dreptun-
ghic, verificam reciproca teoremei lui Pitagora: 52 + 5% = (5v2)? adica AB?>+ BC? = A C% Obtinem ca
triunghiul ABC are unghiul B drept.
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CAPITOLUL 3

- IMPORTANT

> Calculati coordonatele :
mijlocului segmentului AB,
unde A(x,,y,) si B(x,,y,).

Rezolvare. :

Notam cu M(x,,,y,,) mijlo-
cul segmentului AB. Folosind :
notatiile din desen, AFHB :
este trapez dreptunghic si
MG este linia sa mijlocie (de-
monstreazd aceste afirmatii): :

_ _BH+AF _Yg*VYa :
yM—MG— 5 ==

Analog, ACEB este trapez
dreptunghic si MD este linia :
sa mijlocie: :

_ AC+BE _ Xt %
MD =% =—"%5—.
Asadar, mijlocul M al seg- :

XM=

mentului AB, unde A(x,,y,)
si B(x,,y,), are coordonatele :

XA+XB yA+yB

M7 :

70

» Desenati intr-un sistem de axe ortogonale xOy, cu unitatea
de masura de 1 cm, punctele A(-3; 4), B(-5; —4) si C(1; —2). Calcu-
lati lungimile laturilor triunghiului ABC si lungimile medianelor
triunghiului.

Rezolvare. Calculam lungimile laturilor: AB = 2+17cm,
BC =210 cm, AC = 2v/13cm. Pentru a calcula lungimile medi-
anelor, aflam intai coordonatele mijloacelor laturilor, utilizand
formula de calcul evidentiata alaturat: M(-4; 0) mijlocul lui AB,
N(-2; -3) mijlocul lui BC si P(-1; 1) mijlocul lui AC. Lungimile
medianelor sunt: AN = 5v2 cm, BP = vV41cm, CM = v29cm.

» Desenati intr-un sistem de axe ortogonale xOy, cu unita-
tea de masura de 1 cm, punctele A(4; 3), B(4; -2), C(-2; -2) si
D(-2; 3). Aratati ca ABCD este dreptunghi.

Rezolvare. Putem calcula lungimile laturilor si ale diagonale-
lor, precum si coordonatele mijloacelor diagonalelor. Discutati la
nivelul clasei rationamentele facute, comparati si formulati con-
cluzii care sprijina invatarea!

» Desenati intr-un sistem i
de axe ortogonale xOy, cu o
unitatea de masura de 1 cm,
punctele A(4; 3) si B(2; -1). N,
Desenati simetricele punctu- ¥
lui A fata de originea axelor B
de coordonate, de axa Ox, de ¥ = A 73
axa Oy si de punctul B.

Rezolvare. Pentru a gasi = { .
coordonatele simetricului D ¥ !
al punctului A fata de origi- (5
nea axelor de coordonate fo-
losim faptul ca punctul O este mijlocul segmentului AD. Obtinem
D(-4; -3). Daca punctul N este simetricul lui A fata de axa Oy,
atunci N(-4; 3). La fel gasiti celelalte puncte.

> Ce fel de patrulater formeaza punctul A cu cele trei sime-
trice ale sale fata de originea axelor de coordonate, de axa Ox si
de axa Oy, daca acestea sunt varfurile patrulaterului?

Ce proprietate trebuie sa aiba coordonatele unui punct, pen-
tru ca patrulaterul obtinut ca in exemplul precedent sa devina
patrat?




N EXErSATI | e

1. Desenati intr-un sistem de axe ortogonale
¢ x0y, cu unitatea de masura de 1 cm, punctele
¢ A(0, 3), B(-2, 5), C(=3, 0), D(2, 0), E(0, -3), F(3, 4).
: Calculati apoi urmatoarele distante: AB, BC, CD,
i AD, AE, OE, DO, BF.

2. Desenati intr-un sistem de axe ortogonale
¢ x0y, cu unitatea de masura de 1 cm, punctele
i A0, 4), B3, 5), C(4, 0), D(-2, -6), M(-3, -5),
. N(3, 5). Precizati, pentru fiecare punct, carui ca-
dran ii apartine si calculati apoi urmatoarele dis-
. tante: AB, BC, CD, AD, AM, OM, NO, MN.

3. Verificati daca urmatoarele puncte sunt coliniare:
: a.A(-1,2), B(-3,0)si C(4, 7);

* b. A5, 3), B(1,-3) si C(3, 1);

¢ C.A(2,7),B(-1,1)5i C(4, 11).

4. Punctele A(-2, 5), B(4, 4), C(3, —2) sunt varfu-
¢ rile unui triunghi ABC.

: a. Verificati daca triunghiul este isoscel.

b. Calculati perimetrul triunghiului.

5. Calculati lungimile laturilor triunghiului ABC,
: stabiliti natura triunghiului si coordonatele mij-
¢ loacelor laturilor triunghiului, stiind ca:
:a.A(-2,1),B(2,5)si C(1, 6);

: b.A(=2, 4), B(4, 4) si C(1, 0).

6. Fie punctele A(3, -1) si M(2, 3). Determinati co-
: ordonatele punctului B stiind ca M este mijlocul
segmentului AB.

7. Punctele A(4, 3), B(4, 9), C(—4, 3) sunt varfurile
* unui triunghi ABC.

.
............................................................

Pe langa coordonate carteziene si coordonate geografice, mai exista si:
 coordonate polare — in care fiecarui punct din plan i se asociaza un

unghi si o distanta;

e coordonate astronomice — folosite pentru determinarea pozitiei stele-

lor sau a altor obiecte astronomice.

CAPITOLUL 3

............................................................

a. Verificati ca triunghiul este dreptunghic.

b. Calculati perimetrul triunghiului.

c. Calculati aria triunghiului.

d. Calculati lungimile inaltimilor triunghiului.

8. Fie punctele A(-4, 3), B(2, 6), C(3, —4), D(0, 5), :
E(-5, 0). :
a. Reprezentati punctele A, B, C, D, E intr-un sis- :
tem de axe ortogonale. :
b. Calculati distantele AB, CD, CE.

c. Reprezentati punctele urmatoare si scrieti co-
ordonatele lor: :
e punctul M, ca fiind simetricul lui C fata de Ox.

e punctul N, ca fiind simetricul lui C fata de Oy.

e punctul P, ca fiind simetricul lui C fata de origi-
nea sistemului.

9. Calculati perimetrul triunghiului MNP, unde
M este mijlocul segmentului AB, N este mijlocul
segmentului BC, P este mijlocul segmentului AC :
si A(-3,6), B(5, 4) si C(1, 8). :

10. Cu ajutorul coordonatelor patratului ABCD :
determina pozitia axelor sistemului ortogonal.

D(-2,2) 2, 2)

0
...........................................................




CAPITOLUL 3

REPREZENTAREA SI INTERPRETAREA UNOR
DEPENDENTE FUNCTIONALE PRIN TABELE,
DIAGRAME SI GRAFICE. POLIGONUL FRECVENTELOR

» Elevii unei scoli participa la serbarea de sfar-
sit de an scolar astfel: 25 de elevi din clasa a V-a A,
27 de elevi din clasa a V-a B, 32 de elevi din clasa a
VI-a A, 30 de elevi din clasa a VI-a B, 28 de elevi din
clasa a VII-a A, 29 de elevi din clasa a VII-a B, 30 de
elevi din clasa a VIII-a A si 34 de elevi din clasa a
VIII-a B. Reprezentati datele intr-un tabel.

Rezolvare. Este util sa organizam datele in tabel.

a) Care este clasa cu cea mai mare participare?

b) Din ce clasa au participat cei mai putini elevi?

c) Cati elevi au participat din clasa a V-a?

d) Care este diferenta dintre numarul elevilor de
clasa a VIII-a si cel al elevilor de clasa a VII-a care
au participat la activitate?

e) Care este media elevilor participanti de clasa a VI-a?
f) Cati elevi au participat in total?

Clasa aV-aA aV-aB aVl-aA | aVI-aB | aVIl-aA | aVIlI-aB [a VIII-aA | a VIII-aB

Nr. elevi 25 27 32

30 28 29 30 34

a) Din tabelul realizat observam ca cea mai mare participare a fost la clasa a VIII-a B.

b) Clasa cu cea mai mica participare este a V-a A.

¢) 25 + 27 = 52 (elevi) de clasa a V-a. d) (30 + 34) — (28 + 29) = 7 (elevi).

e) w = 31 (elevi). f) 235 elevi participanti

> Indiagrama alaturata sunt prezentate preferintele, exprimate procen-

tual, a 250 de elevi cu privire la sport.

a) Care este numarul elevilor ce prefera fiecare dintre cele 5 sporturi?

Reprezentati datele intr-un tabel.

b) Care este numarul elevilor care prefera fotbal sau volei?
¢) Ce procent din numarul elevilor prefera gimnastica sau canotaj?

d) Ce numar de elevi nu prefera baschetul?

Rezolvare. a) Aflam numarul elevilor care prefera fotbalul astfel:

% - 250 = 70. La fel calculam pentru fiecare sport preferat.
Sportul preferat Fotbal Volei Baschet Canotaj Gimnastica
Nr. elevi 70 80 55 10 35

b) Numarul elevilor care prefera fotbal sau volei este 70 + 80 = 150 (elevi).

¢) Procentul din numarul elevilor care prefera gimnastica sau canotaj este 4% + 14% = 18%.

d) Numarul elevilor care nu prefera baschetul este 250 — 55 = 195 (elevi).

Descoperiti! Am evidentiat in text cuvantul sau si negatia nu. Discutati, la nivelul clasei, implicatiile
matematice ale utilizarii acestor cuvinte in textul dat si formulati concluzii care sprijina invatarea!
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CAPITOLUL 3

> In graficul alaturat sunt prezentate rezultatele obti-
nute de elevi la teza la matematica pe semestrul I al anului
scolar. Reprezentati datele intr-un tabel.

a) Cati elevi sunt in clasa?
b) Cati elevi au obtinut nota 8 la teza? I I I
c) Cati elevi au obtinut cel putin nota 7? 0 I

d) Cégl elevi au ob‘;inut cel mult nota 6? nota4 nota5 nota6 nota7 nota8 nota9 nota 10
e) Calculati media clasei cu doua zecimale exacte.
f) Realizati poligonul frecventelor notelor.
Rezolvare.

H

N

Nota 4 5 6 7 8 9 10 7
Nr. elevi 4 3 5 6 7 2 3

a) In clasa sunt 30 de elevi; b) 7 elevi; 3
c0)6+7+2+3=18(elevi); d)4+3+5=12(elevi);
e) Media este 6,9; f) Poligonul frecventelor este: .

Descoperiti! Am evidentiat in text expresiile cel | &
putin si cel mult. Discutati, la nivelul clasei, implicati- s
ile matematice ale utilizarii acestor cuvinte in textul
dat si formulati concluzii care sprijind invatarea!

. SA INVATAM! 000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s,
. - -
h “

©  Fie A si B doud multimi nevide. Spunem ca exista o dependentd functionald de la multimea A la
: multimea B, daca oricarui element din multimea A i se asociaza un unic element din multimea B.

: 0 dependenta functionald de la multimea A la multimea B se poate reprezenta printr-un tabel, :
printr-o diagrama sau printr-un grafic. :

.

»
DT T R T T T T T T T T T T R T T T R T T T T T T I T T T T T T i T T TR T T T T TR T T T T T T T T T T R T TR T A T TR T T O TR T TR T R T R TR T T R TR T R TR R T T T T R IR TR R T R T T I R IR R

» 0 masinad se deplaseaza rectiliniu si uniform cu viteza de 50 km/h.

a) Scrieti intr-un tabel distantele parcurse dupa 1, 2, 3, 4, respectiv 5 ore si reprezentati grafic.
b) Calculati distanta parcursa de mobil in primele 90 de minute.

c) Reprezentati grafic miscarea mobilului.

d) Determinati, cu ajutorul reprezentarii grafice, in cat timp parcurge mobilul 300 km.
Rezolvare. a) Dacd masina se deplaseaza cu 50 km/h, intr-o =

ora parcurge 50 km. Folosind proportionalitatea directd obtinem: ion ¢
lora.... 50km; 2 ore..... 100 km; 3 ore..... 150 km; ... i T
Reprezentam distantele in tabel: E"' I
tL L]
Timp 1 ora 2 ore 3 ore 4 ore 5 ore & 1
Distanta | 50km | 100 km | 150 km | 200 km | 250 km : ! =T ' !
b)Daca 1ora=60min.....50km
90 MiN ....ceeveeeeeen.. xkm, gasimcaxs= % =75 (km).
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CAPITOLUL 3

c) Dependenta dintre cele doua multimi este data de for-
mula vitezei: v = 7 (viteza este raportul dintre distanta si
timp). Spunem ca avem o lege de corespondenta intre cele
doua multimi.

Putem considera multimea A = R, (multimea timpilor)
si B =R, multimea distantelor. Dependenta dintre timpul
si distanta parcursa de masina este reprezentata prin gra-
ficul alaturat.

Pitants furp

~E 3B YEEDS

d) De pe reprezentarea grafica deducem ca 300 km sunt parcursi de masina in 6 ore.

Observatie. A
= Pentru exemplul anterior consideram multimile 1
A ={1,2,3,4,5} si B = {50,100, 150,200, 250}. 2
Am facut reprezentarea prin tabel si grafic. 3
Reprezentarea prin diagrama este evidentiata alaturat: 4
Putem vorbi si despre dependenta func- Distanta | 50 km |100 km | 150 km | 200 km | 250 km
tionala de la multimea B la multimea A, pe : -
< . Timp lora | 2ore | 3ore | 4ore | Sore
care o reprezentam astfel:
]
L] | .
i} . A
E! } - 1
3 2
F T b -
3
1} .
4
o
8 ™ 100 150 200 150 100
Distanti (i)

> Intre A ={0,1,2,3,4} si B = {2,3,4,5,6}
avem dependenta functionala y = x + 2 (fiecarui
element x din A ii corespunde un element din B, 6| - - - t - *
cu 2 mai mare). Reprezentati dependenta functi- g | . . . . : .
onala printr-un tabel si printr-un grafic.
Rezolvare. Pentru fiecare x € A calculam va- | »

loarea lui y folosind dependenta functionala: | *
x=0siy=0+2=2,x=1si y=1+2=3.. 1e
Tabelul valorilor obtinute este: v
X 0 1 2 3 4 *

y 2 3 4 5 6 "
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CAPITOLUL 3

» La Simularea Evaluarii Nationale elevii dintr-o scoala au obtinut urmatoarele rezultate:

Clasa aVIl-aA aVIl-aB aVIl-aC aVIl-aD
Media notelor la limba romana 79 6,45 8,05 8,35
Media notelor la matematica 735 6,65 795 8,05

a) Ce clasa a obtinut cea mai mare medie a notelor la proba de limba romana?

b) Ce clasd a obtinut cea mai mica medie a notelor la proba de matematica?

c) Care clasa a obtinut media notelor la matematica mai mare decat media notelor de la romana si cu cat?

d) Reprezentati grafic rezultatele elevilor, expri-
mate in medii.

Rezolvare. a) Comparand valorile din tabel, spunem
ca cea mai mare medie a notelor la proba de limba
romana a fost obtinuta de clasa a VII-a D.

b) Cea mai mica medie a notelor la proba de mate-
matica a fost obtinuta de clasa a VII-a B.

¢) Clasa a VII-a B are media la matematica mai mare
decat media la romana cu 6,65 - 6,45 = 0,20.

d) Reprezentarea grafica este:

B \) ACTIVITATE PRACTICA

¢ Realizati un tabel cu notele obtinute la nivelul clasei voastre la teza pe semes-
¢ trul I, la matematica. Reprezentati grafic datele stranse in tabel. Care este media

- oy @ wmE W

o

- Ay — g —

A ab bk b

araa

A g

...............................................................

. clasei? Comparati rezultatele obtinute intre voi.

f O EXERSATI

1. Desenati o tabla de sah si fixati: calul alb la pozitia A3, regina neagra la pozitia B7, regele negru la
pozitia C5, tura alba la pozitia G5, pionul alb la pozitia H2, regele alb la pozitia F1 si regina alba la
pozitia E3. Ce piese se gasesc in patrate albe si ce piese se gasesc in pdtrate negre?

Zborul
Bucuresti — Roma
Bucuresti —Viena
Bucuresti — Atena

Bucuresti — Londra
Bucuresti — Barcelona

7:25
13535
13:45
16:40

8:30

Timpul decolarii

Timpul aterizarii

8:35
14:31
15:30
17:42
10:40

.....................................................................................

2. In tabel este reprezentata ordinea decolarii avioanelor de pe aeroportul Henri Coanda (Bucuresti)
si timpul de aterizare la destinatie, dupa ora tarii in care aterizeaza avionul. Care este zborul cel mai :
lung? (Tineti cont si de ora pe glob!)




CAPITOLUL 3

N (3 EXERSATI R SULIIITINTT

: 3. In tabelul de mai jos sunt prezentate datele despre cele mai inalte varfuri montane de pe fiecare :
continent. Sunt specificate, de asemenea, si lanturile muntoase carora le apartin unele varfuri, pre-
cum si altitudinea acestora.

: Continentul Varful Lantul muntos Altitudinea :
Europa Mont Blanc Alpi 4 807 m
o Asia Everest Himalaya 8 848 m
Africa Kilimanjaro 5895 m
America de Nord McKinley Alaska 6194 m
America de Sud Aconcagua Anzi 6 960 m
¢ Completati propozitiile, in baza datelor din tabel. :

Cel mai inalt varf din lume apartine lantului muntos
Continentul pe care este varful cu cea mai mica altitudine este
Media celor mai inalte varfuri muntoase de pe cele 5 continente este

4. Raluca si Anca au facut o mica investigatie. Ele i-au rugat pe 70 de prieteni si prietene sa le ras-
punda la intrebarea: ,Cati frati sau surori aveti?“. Rezultatele sondajului le-au notat in tabel (la zero
sunt cei care nu au nici frati, nici surori).

: Numarul de frati si surori 0 1 2 3 4 :
: Frecventa 13 39 14 3 1
. Reprezentati grafic datele din tabel. Calculati numarul total de frati si surori ai celor 70 de prieteni, :
: apoi calculati si media corespunzatoare. :

5.1n tabel este redatd temperatura masurata dimineata, la Constanta, pe parcursul primei siptamani

: din luna martie 2019. :
Zina Luni Marti  Miercuri Joi Vineri Sambatda Duminica
: Temperatura (‘C) 8,4 9,2 6,8 70 76 76 4,5 :

Reprezentati grafic datele din tabel. Care este media temperaturilor din aceasta saptamana? In ce
. zi a fost inregistrata cea mai mare temperatura? Dar cea mai mica? :
: Realizati un studiu in care sa masurati temperatura zilnic, timp de o sdptamana, la orele 8, 14 si, :
respectiy, 20.

6. La teza de matematica din semestrul I, dintre elevii unei clase trei elevi au obtinut nota 4, patru
: elevi au obtinut nota 5, sase elevi au obtinut nota 6, opt elevi au obtinut nota 7, sase elevi au obtinut :
nota 8, trei elevi au obtinut nota 9, doi elevi au obtinut nota 10. La teza nu a absentat niciun elev al
clasei, si toti elevii au primit note de minimum 4 si maximum 10. Reprezentati datele obtinute la teza
la matematica prin cel putin doud metode de organizare a datelor, apoi formulati raspunsuri argu-

: mentate la urmatoarele intrebari: :
¢ a) Cati elevi sunt in clasa? b) Cati elevi au obtinut nota 8 la teza? :
¢ ¢) Cati elevi au obtinut cel putin nota 7? d) Cati elevi au obtinut cel mult nota 6?

e) Calculati media clasei cu doua zecimale exacte.

........................................................................................................................



CAPITOLUL 3

(Y EXERS ATl R AL LI L LI LR R R

. .

. 7. Elevii inscrisi la clubul de sah au varstele reprezentate in tabelul de mai jos:

.
.

Varsta (ani) 11 12 13 14 15 :
Numar elevi 8 6 7 4 5
: a) Care este numarul elevilor de la club cu varsta maxima? Dar cu varsta minima?
: b) Cati elevi sunt inscrisi la club? :

i ¢) Care este media varstei elevilor inscrisi la club?
d) Cat la suta reprezinta numarul elevilor cu varste de 14 si 15 ani din totalul elevilor din club?

¢ 8. In graficul urmator este prezentat numarul de plante co- :
mandate de o florarie. ity
. a) Cate fire de lalele s-au comandat? Dar de frezii? e :
b) Ce flori s-au comandat cel mai putin? Dar cel mai mult? e
: ¢) Ce suma are de achitat floraria pentru comanda, daca un :
fir de crizantema costa 5,50 lei, un fir de trandafir costa 7 lei, = —
. un fir de lalea costa 3 lei, un fir de frezie costa 4,50 lei, iar un v :
§ fir de garoafé 2,35 lei? ] ] 10 o i H E

: 9.Intr-un an, o brutarie a produs paine astfel: in luna ianua-
: rie 2 tone de paine; in luna februarie a marit productia cu 500 kg; in lunile martie si aprilie productia :
a ramas la nivelul lunii februarie, in luna mai s-a marit cu o jumatate de tona, iar in lunile iunie, iulie
si august productia a scazut, treptat, cu cate 400 kg; in luna septembrie productia a crescut cu 300 kg,
iar pana la sfarsitul anului a crescut, in fiecare luna, cu cate 200 kg.

: a) Reprezinta in cel putin doua moduri productia de paine a brutariei in acel an. :
. b) Cate tone de paine a produs brutaria in luna octombrie? :
: ¢) Care sunt lunile in care productia de paine a fost sub 2,5 tone? :

d) Care este diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica productie (date lunare)?

10. Mircea a plecat de acasa la ora 8. Primele doua ore a mers cu viteza de 3,5 km/h, apoi s-a odihnit
pe parcursul a 1,5 h. Odihnit, a revenit acasa, mergand cu viteza de 5 km/h. Reprezinta, pe grafic, de-
: plasarea lui Mircea. La ce ora a ajuns acasa? :
¢ 11. Catalin, a mers cu bicicleta din localitatea A in localitatea B si inapoi. La o ora dupa plecarea lui :
: Catalin a pornit si Irinel, pe acelasi traseu. Diagrama prezinta distanta fiecaruia fata de localitatea A, in :
functie de timp.

a) La ce ora a ajuns Catalin in localitatea B, daca a ple- "
. catlaora 8:00? : :
: b)La ce ora l-aintalnit Catalin pe Irinel? Ea
¢ ¢) Cati kilometri a facut Catalin pana la intalnirea cu Irinel? ; 4 :

:  Completati:
a) Catalin a ajunsinlocalitateaBlaora__ si _ minute. i
b) Catalin l-a intalnit pe Irinel laora __ si __ minute.

¢) Catalin a facut __ kilometri pana la intalnirea cu Irinel.




CAPITOLUL 3

1. Calculati A xB; Bx A, AxA, BxB si cardinalul acestora, stiind ca A = {-2;2} si
B ={-1;1}. Reprezentati multimile gasite in cate un sistem de axe ortogonale.

2. Calculati A x B,Bx A, A x A, B x B, stiind cd A = {0;1;2;3} si B ={-3; -2; —1,0}. Aflati
cardinalul fiecarui produs cartezian gasit.

3. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele: A(0, —2); B(-4, —4); C(-6, 0);
D(4,0); E(3, 2); F(5,-1); G(-6, 3); H(O, 5). Precizati in ce cadrane se afla fiecare punct si care
puncte sunt pe axele de coordonate.

4. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele:

Punct A B E T S D N M 0]
Abscisa —4 -2 2 -3 0 0 3 4 0
Ordonata -2 2 4 0 3 1,5 3 2 0

Precizati ce serie de cate 3 puncte sunt coliniare si care puncte sunt mijloacele unor
segmente din desen.

5. Verificati daca urmatoarele puncte sunt coliniare:
a. A(-5,2),B(0,2)si C(4,5). b.A(1,-3),B(1,1)siC(3,1). c.A(4,7),B(-2,1)siC(1,4).

6. Punctele A(-3, 2), B(5, 4), C(1, 3) sunt varfurile unui triunghi ABC.
a. Verificati daca triunghiul este isoscel. b. Calculati aria si perimetrul triunghiului.

7. Punctele A(-4, 1), B(6, 1), C(1, 1 + 5+/3) sunt varfurile unui triunghi ABC.
a. Verificati daca triunghiul este echilateral. b. Calculati aria si perimetrul triunghiului.

8. Punctele A(-4, 1), B(-1, 14), C(-1, 5) sunt varfurile unui triunghi ABC.
a. Verificati daca triunghiul este dreptunghic.
b. Calculati aria si perimetrul triunghiului.

9. Punctul S este mijlocul segmentului AB, unde A(6, 2) si B (2, 6). Care este distanta dintre
mijlocul segmentului BS si originea sistemului de axe?

10. Latura rombului ABCD are lungimea de cinci segmente unitare, iar AC este diagonala
mai lunga a rombului. Determinati coordonatele punctelor B si D, astfel incat patrulaterul
ABCD sa fie romb, stiind ca originea axelor este intersectia diagonalelor.

11. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctul A(4, 2). Determinati coordo-
natele punctelor B, C si D, daca se stie cd punctul B este simetricul punctului A in raport
cu axa Ox, punctul C este simetricul punctului B in raport cu axa Oy si D este simetricul

punctului C fata de originea axelor. D(=3,3) 4, 3)

12. Cu ajutorul coordonatelor varfurilor dreptunghiu-
lui ABCD reprezentat prin desen, determinati pozitia
axelor sistemului cartezian.

13. Desenati toate punctele care au valoarea absoluta
a coordonatelor de doua ori mai mare decat valoarea
absoluta a coordonatelor punctului A(-2, -3).

PROBLEME RECAPITULATIVE

A(-3,-3) B(4,-3)



14. Incercuiti litera din fata rdspunsului corect.
Simetricul punctului A(-3, -5), fata de axa Oy este:
a) in cadranul intai; b)in cadranul al doilea; c)in cadranul al treilea;  d) in cadranul al patrulea.

15. Desenati intr-un sistem de axe ortogonale triunghiul ABC, stiind ca A(2, 3), B(4, 0) si C(2, —1). Desenati
triunghiul MNP care este simetricul triunghiului ABC fata de axa Oy. Ce coordonate au punctele M, N si P?

16. Graficul alaturat reprezinta timpul, exprimat in minute, pe
care l-a petrecut Rares invatand la matematica. Cat timp si-a |
petrecut invatand la matematica, in cele sapte zile? Incezia | =

invatat cel mai mult, ca timp? Dar cel mai putin? I

scoli dupa notele obtinute la un concurs.

a) Numarul elevilor care au obtinut o nota mai mica decat
7 este....

b) Ce nota are frecventa cea mai mare?

c) Reprezentati datele intr-un grafic cu bare.

d) Aflati procentul notelor, pe fiecare transa, si reprezentati printr-o diagrama circulara datele obtinute.

Note Mai mici decat 5 5-5,99 6-6,99 7-799 8-8,99 9-9,99 10
Nr. elevi 8 12 25 20 15 13 7

17.In tabelul de mai jos este prezentata repartitia elevilor unei I I

_‘“H—l

18. Jucatoarele din echipa de volei a unei scoli au urmatoarele inaltimi exprimate in centimetri: 169, 170,
165,172,168,173, 176,180, 170, 167, 164, 174. Completati tabelul in baza datelor de mai sus.

Sub 165 cm — 169 cm — 173 cm — 176 cm — Peste

Inaltimea 165 cm 168 cm 172 cm 175 cm 178 cm 178 cm

Numarul de jucatoare

19. La intrebarea ,Cate ore urmariti programul la televizor?“, elevii au raspuns pe rand: 2 ore, 2,5 ore, 3 ore,
1o0ra, 1,5 ore, 2 ore, 1 ord, 2,5 ore, 4 ore, 3 ore, 1 ord, 0,5 ore. Completati tabelul, in baza datelor obtinute.

Numarul de ore (h) mai putinde 1 ora intre 1 ord si 2 ore intre 2 ore si 3 ore mai mult de 3 ore
Numarul de elevi
Reprezentati grafic datele.
20. In tabel sunt prezentate date despre frecventa prezentei copiilor in localul pentru joaca dintr-un parc,
pe parcursul unei saptamani.
Ziua Luni Marti Miercuri Joi Vineri Sambdta Duminicd
Numarul de copii 72 54 64 78 147 251 194

a) Care este valoarea medie pentru datele prezentate?
b) Reprezentati grafic datele.
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(4 TESTUL 1 - ASTI

1. Definiti un sistem de axe ortogonale.

2. Desenati un sistem de axe ortogonale si evidentiati axa absciselor si axa ordonatelor.
3.Cumse numesc cele 4 regiuni in care impart planul cele doua axe si prin ce se deosebesc?
4. Care este formula distantei dintre doua puncte in plan?

5.Care este formula pentru coordonatele mijlocului unui segmentintr-unreper cartezian?
Punctaj: 2p; 2p; 2p; 1,5p; 1,5p. Oficiu: 1p.

|

(4 TESTUL 2 - A APLICA k i =

1. Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonal punctele: A(1,
-2),B(-5, 2), (0, 4), D(-2, 3), E(-3, —6) si F(4, 0). Determinati
coordonatele punctelor: M — mijlocul segmentului AC, N —
mijlocul segmentului BD, P — mijlocul segmentului EF. i

2. Calculati aria si perimetrul triunghiului ABC din figura N
alaturata. =t

3. Maria merge la mall si noteazd preturile intr-un tabel. A doua zi constata ca preturile
s-au redus la haine cu 20% si la incaltaminte cu 15% si completeaza tabelul cu noile pre-
turi. Ce economie ar face Maria daca ar cumpara cite un produs din fiecare la preturile
reduse, fata de preturile nereduse? Comparati rationamentele facute la nivelul clasei.
Exista variante de rezolvare? Daca da, notati-va concluzii care intaresc invatarea! Repre-
zentati grafic datele din tabel.

Produs Blugi Tricou Sandale Tenisi Sacou
Pret 75 lei 30 lei 90 lei 50 lei 100 lei
Pret redus

Punctaj: 3p; 3p; 3p. Oficiu: 1p.

L [O TESTUL3 - AAPLICA "

1. In figura alaturatd punctele B, C si D sunt simetricele air e M iz
punctului A fatd de axele de coordonate si fata de originea 4
axelor. Aflati coordonatele punctelor. i

2. Calculati aria si perimetrul triunghiului ABC daca A(3, 5), .
B(-1,-1)si C(5, -1). ¥

3. Ioana masoard timp de o saptamana, temperaturile cores- eae LLI1 sl
punzdtoare zilelor de august. Luni, la ora 8, temperatura este

de 18°, la ora 14 este de 30° si la ora 20 este de 28°. In fiecare zi temperaturile cresc cu cte
1°la fiecare inregistrare fata de inregistrarile zilei anterioare. Realizati un tabel cu tempera-
turile corespunzatoare celor 3 ore, pentru toata saptaimana. Calculati media temperaturilor
pentru fiecare ora studiatd, pe parcursul intregii saptamani. Reprezentati grafic datele.

Punctaj: 3p; 3p; 3p. Oficiu: 1p.



GEOMETRIE

Baletul este o forma perfect
geometrica. Balerinele sunt
geometriile perfecte ale
Creatorului.

Albert Einstein
1879-1955




ke PATRULATERUL

PATRULATERUL CONVEX. SUMA MASURILOR
UNGHIURILOR UNUI PATRULATER CONVEX

> Desenati punctele necoliniare si distincte A, B si C si segmentele
determinate de cate doua dintre cele trei puncte. Obtineti astfel un
triunghi, AABC.

> Desenati patru puncte distincte, A, B, C si D, astfel incat oricare trei sa fie necoliniare si, daca
formam segmentele AB, BC, CD si DA,

oricare doua dintre acestea sa nu aiba o c D :
puncte interioare comune. o
Rezolvare. In figura urmétoare, pri- & A
mele doud desene respecta cerinta, iar A
al treilea desen nu. 8 8 B

» Reluati cerinta anterioara pentru 5 puncte, respectiv pentru 6 puncte s.a.m.d.

Sa observam cda cea mai
simpla dintre figurile care se
pot forma respectand conditi-
ile problemelor anterioare este
triunghiul.

Fie punctele distincte A, B, C si D, oricare trei necoliniare, considerate in
ordinea scrisa. Figura geometricd formata din segmentele AB, BC, CD si DA, cu
proprietatea ca segmentele AB si CD, respectiv BC si DA, nu se intersecteaza, se
numeste patrulater si se noteaza ABCD.

EXERSAM iIMPREUNA

B (O OBSERVATIE R P O P LI PP OLIPRPOLRIPRLS .

Citirea si notarea patrulaterelor este foarte importanta: c

+ Daca patrulaterul este desenat si notat, citirea lui se
face ,circular”, plecand din unul dintre puncte si “inconju-
rand” patrulaterul. De exemplu, incepem cu A, urmat de B,
Csi D (ABCD) sau urmat de D, C si B (ADCB), dar nu vom
spune ACBD sau ACDB, ... 8

% Pentru figura alaturata sunt urmatoarele variante de citire: ABCD, BCDA, CDAB,
DABC, ADCB, BADC, CBAD sau DCBA. Orice alta ordine a literelor nu reprezinta o
notatie a patrulaterului desenat.

e 0000000000000 00000000000000 00,
®ec0ccccc0000000000000000000000000”

B
©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°°
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. SA INVTM! ...................................................................................

% Despre doua varfuri ale patrulaterului care deter-
mina o laturd, sau despre unghiurile corespunzatoare lor,
spunem ca sunt consecutive sau aldaturate.

varfuri puncte1.e . % Despre doua varfuri ale pgtrl{laterului care nu deter-
: A,B,CsiD mina o laturd, sau despre unghiurile corespunzatoare lor,
. spunem ca sunt opuse.
: <A, <B,4Csl =i % Segmentele determinate de doua varfuri opuse ale
unghiurj 4D A;alj[ABC, patrulaterului se numesc diagonale.
: 4BCD ,S,i 4CDA % Despre doua laturi ale patrulaterului care au un capat
: comun spunem ca sunt consecutive sau aldturate.
laturi segmentﬂe % Despre doua laturi ale patrulaterului care nu au
: AB,BC,CD 1 DA puncte comune spunem ca sunt opuse.
» Pentru patrulaterul ABCD EXERSAM iMPREUNA ."..

din figura alaturatd numiti:

e 0 pereche de laturi consecutive si
o pereche de laturi opuse;

e 0 pereche de unghiuri consecutive
si o pereche de unghiuri opuse.

se poate nota:
Rezolvare.

e AB si BC laturi consecutive; AB si CD la-

turi opuse;

¢ <A si <B unghiuri consecutive; <A si <C unghiuri opuse.

» Pentru patrulaterul ABCD de la exer- "

citiul anterior, precum si pentru patru-
laterul EFGH, desenat alaturat, realizam
urmdtorul experiment: suprapunem o g
rigla peste fiecare dintre laturi si stu-
diem pozitia fata de rigla a celor doua
varfuri care nu sunt capetele laturii.
Observam ca:
e in cazul patrulaterului ABCD, pentru fiecare dintre laturi, var-
furile ramase sunt de aceeasi parte a riglei;
e in cazul patrulaterului EFGH, pentru laturile EF si EH varfurile
ramase sunt de aceeasi parte a riglei, dar, de exemplu, pentru
latura FG, punctele E si H sunt de o parte si de cealalta a riglei.

(7]
NI
m
m L
-
7]
. m
L1 m
L=
n
ececssscencvnsen

Pentru un patrulater de- E
senat, notarea se face res- :

pectand aceleasi reguli. De
exemplu, un patrulater CDEF



CAPITOLUL 4

% Un patrulater se numeste convex daca, oricare ar fi o laturd a sa, varfurile
nesituate pe aceasta sunt de aceeasi parte a dreptei suport a laturii.
+ Un patrulater care nu este convex se numeste concav.

Y O OBSERVATIE R E T T LRI TP CTRUTRLEULOPPen .

Orice doua puncte am considera in interiorul unui patrulater convex, seg-
mentul determinat de acestea este situat in interiorul patrulaterului.
Observatia poate fi considerata o definitie alternativa a patrulaterului convex.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

o9®0cc0cccoce
®eeecccccccec®

% Interiorul unui patrulater convex este format din
punctele aflate in interiorul fiecarui unghi al patrulateru-
lui - portiunea dublu hasurata - si se noteaza Int ABCD.

« Exteriorul patrulaterului este format din punctele care
nu se afla nici pe laturi si nici in interiorul patrulaterului -
portiunea simplu hasurata - si se noteaza Ext ABCD.

B (O OBSERVATIE R P O P P EPPPO LI PPPOLOIPPPORS .

Interiorul unui patrulate concav este format din toate punctele aflate in inte-
riorul suprafetei delimitate de laturile patrulaterului.

esccccee®

oo®0cccccs
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R \) ACTIVITATE PRACTICA X Desenati un triunghi echila-

teral ABD si un punct C, in exterio-

EXERSAM IMPREUNA

Taiai 4 bucdti de lemn, rul triunghiului, astfel incat ABCD sa fie

doué Cé_t(f doud CongruenEe, Sl dreptunghic isoscel, cu ipotenuza BD. .

: realizati in capetele lor gauri. : a. Numiti patrulaterul obtinut si precizati

: Folosind patru surubur, rea- : daci este convex sau concav. ’

liza}'gi ,,;zaralelogramul articu- : b. Calculati masura unghiului <ABC.

lat’, ca in figura: : ¢ Calculati suma masurilor unghiurilor

Y@@ r- . : patrulaterului. ' Y
e Rezolvare. A

: H : a. Patrulaterul ABCD este convex. :

b. Masura fiecarui unghi al triunghiului -

: : echilateral este 60° iar masura unui unghi ascutit al triunghiului
- dreptunghic isoscel este 45°, deci:

: e : <ABC = <ABD + <CBD; <ABC = 60° + 45°= 105°.

i Lol e “l# . 9ABC+<BCD + <CDA + <DAB = 105° + 90° + 105° + 60° = 360°



‘ ' Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este 360°.
. A

Rt Ipoteza:
ABCD patrulater convex
Concluzie:

D

<4ABC + <BCD + <«CDA + <DAB = 360° c

Demonstratie:

B

Construim diagonala BD si vom folosi proprietatea sumei masurilor unghiuri-
lor celor doua triunghiuri obtinute: <ABC + <BCD + <CDA + <DAB =

= (<4ABD + <DBC) + <BCD + (<CDB + <BDA) + <DAB =

= (<ABD + 4BDA + <DAB) + («DBC + <BCD + <CDB) = 180°+180°= 360°

B3 EXERSATI Ve

1. Dintre urmatoarele
: notatii, alegeti-le pe cele
: corecte pentru figura
. alaturata: CDEF, DEFC, g
: CFDE, EFCD, FECD, FDEC,
* DCFE, FCDE. &

: 2. Desenati AABC si un punct D astfel incat:
. a. D este in interiorul triunghiului; precizati ce
: fel de patrulater este ABCD;

b. D este in exteriorul triunghiului si patrulaterul :
ABCD este convex;
c. D este in exteriorul triunghiului si patrulaterul :
ABCD este concav;
d. D este in exteriorul triunghiului si patrulaterul :
ABDC este convex;
e. D este in exteriorul triunghiului si patrulaterul :
ADBC este convex. :
Pentru fiecare dintre desenele realizate, constru-
iti diagonalele si notati-le in dreptul figurii.

5 3. Copiati pe caiete si completati tabelul urmator referitor la patrulaterele desenate.

Numele patrulateruli

4 u
c
H E W
A
x
B M - ¢
Pentru patrulaterele ABCD si EFGH masurati laturile si unghiurile si comparati valorile cu cele ale co- :
: legului de banca. Sunt egale? Daca nu sunt, observati ca diferentele sunt foarte mici. Care ar fi motivul :

: pentru care apar aceste diferente?



CAPITOLUL 4

B {3 EXERSATI

4. Desenati si notati patrulaterele convexe:
: a) MNPQ b) MPNQ
: ¢ MNQP d) MPQN

5. Calculati masura celui de-al patrulea unghi al
. unui patrulater convex, stiind ca masurile celor-

. lalte trei sunt:

: a.70°,100°, 80°;
: b.85°, 957, 105°;
© c.108°30", 76°, 81°30";
:d.90°, 907, 90°.

¢ 6. In patrulaterul convex ABCD, <A = 55°, un-
ghiul B are masura egala cu dublul masurii un-
. ghiului A, iar unghiul D are masura egala cu
: media aritmeticd a masurilor unghiurilor A si B.
: Masura unghiului C este egala cu:

© a 110° b. 111°30’

P 112°30° d. 114°

: 7. Consideram patrulaterul ABCD in care se cu-
¢ nosc urmatoarele date: AB = 6cm, BC = 5¢cm,
i <A =90°<B=70siCD || AB.

. a. Realizati desenul patrulaterului, scriind da-
tele din ipoteza in ordinea in care le-ati folosit in
¢ cadrul constructiei. Comparati ordinea stabilita
cu cea a altor colegi de clasa.

. b. Calculati masura unghiului C.

: ¢ Pentru a calcula masura unghiului D putem fo-
losi proprietatea paralelelor tdiate de o secantd
: sau o proprietate a patrulaterelor. Calculati ma-
sura unghiului, folosind una dintre metode, si
: comparati rezultatul cu cel obtinut de un coleg
care a folosit cealalta metoda.

86

8. Calculati masurile unghiurilor unui patrulater
convex, stiind ca acestea sunt (in ordinea varfu- :
rilor) direct proportionale cu numerele 8,9, 11 si
12. Demonstrati ca doua dintre laturile opuse ale :
patrulaterului sunt paralele. :

9. Fie patrulaterul convex ABCD, in care: <A=<C, :
<B=<Dsi3-<A=2-<B. :
a. Aratati ca <A + <B = 180°.

b. Calculati masurile unghiurilor patrulaterului.
c. Demonstrati ca AB || CD si BC || AD.

10. In patrulaterul MNPQ, triunghiul MNQ este
dreptunghic isoscel, MN = MQ, <MNP = 110°si :
NP = PQ. :
a. Realizati desenul si explicati pasii in ordinea :
in care i-ati parcurs. Enumerati cat mai multe no-
tiuni si proprietati sugerate de datele problemei. :
b. Aflati masurile unghiurilor P si Q ale patru-
laterului. :
c. Ardtati ca punctele M, P si mijlocul diagonalei
NQ sunt coliniare.

11. Fie patrulaterul ABCD in care: suma masuri-
lor unghiurilor A si B este 150°, suma masurilor :
unghiurilor A, B si C este 270° iar unghiul B are
masura cu 10° mai mare decat unghiul A.

a. Ardtati ca D este unghi drept.

b. Aflati masurile unghiurilor patrulaterului.

12. In patrulaterul convex ABCD, diagonala
CA este bisectoarea unghiului C si <BAC = 40°, :
<ACD = 60°, <ADC = 70°. Calculati masura un-
ghiului ABC si demonstrati ca DA L AB. :



PARALELOGRAMUL

Desenati dreptele paralele EXERSAM iM PREU NA
a si b si alte doua drepte paralele,

c sid, care le intersecteaza

pe primele doua. Notati / /
punctele de intersectie ca in 2 2 <
figura alaturata. Patrulaterul / /
ABCD obtinut este unul par- b

. : A 5
ticular, numit paralelogram. / /

Patrulaterul convex cu laturile opuse paralele doua cate doud se numeste para-
lelogram. ABCD este paralelogram daca AB || CD si BC || AD.

@ OBSERVATIE SRR T T P TP PP PP R PP TP PP PRI .

Laturile unui patrulater sunt segmente, dar, pentru simplificare, vom folosi expri- :
marea laturi opuse paralele in loc de drepte suport ale laturilor opuse paralele.

.
ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Proprietatile paralelismului determina urmatoarea proprietate a paralelogramului:

Intr-un paralelogram:
a) unghiurile consecutive sunt suplementare;
b) unghiurile opuse sunt congruente.

Ipoteza: ABCD paralelogram D c
Concluzie:

a) <A + <B =180°, <B + <C =180°,

<C+ <D =180° <D + <A =180°

b) <A = <Csi<B=<D A B
Demonstratie:

a) AD || BC si secanta AB, rezulta <A + <B = 180° ca unghiuri suplementare
(<A si «B sunt unghiuri interne de aceeasi parte a secantei).

Dovediti singuri celelalte 3 relatii.

b) Conform punctului anterior, unghiurile A, respectiv C, sunt suplementare cu
unghiul B, deci sunt congruente.

Dovediti singuri congruenta celorlate doua unghiuri opuse.
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CAPITOLUL 4

. § Daca un patrulater convex are:
BPRECIPROCA ¥ a) oricare doud unghiuri consecutive suplementare sau
RATEOREMEI 18 b) unghiurile opuse congruente doua cate doua,
h ’ atunci el este paralelogram.

Reciproca Teoremei 1, puncul a).

Ipoteza: ABCD patrulater convex
<A + <B =180° <B + <C = 180°,
<C+ <D =180°% <D + <A =180°

Concluzie: ABCD paralelogram A B

Demonstratie: Fie dreptele AD si BC taiate de secanta AB; A si B sunt unghiuri in-

terne de aceeasi parte a secantei si <A + <B = 180° (sunt suplementare), deci AD || BC.
Dovediti singuri, ca AB || CD si concluzionati.

5] c
Reciproca Teoremei 1, puncul b).
Ipoteza: ABCD patrulater convex
JA=<Csi<B=<D 3 ¢

Concluzie: ABCD paralelogram

Demonstratie: <A+ <B+<C+<D = 360° si, folosind ipoteza, obtinem
2(<A + <B) = 360° deci <A + <B = 180° de unde obtinem, inlocuind <A cu <«C
sau/si <B cu <D, celelalte relatii din punctul a).

Conform punctului a) din Reciproca Teoremei 1 obtinem ca ABCD paralelogram.

» Desenati paralelogramul TREN stiind ca TR = 3cm si RE = 4 cm.

» Desenati paralelogramul ABCD cu: <A = 70°, AB=6cm si AD = 5cm.
a. Calculati masurile unghiurilor B si C ale paralelogramului.
b. Demonstrati ca <ABD = <CDB. D
c. Demonstrati ca AB = CD si AD = BC.

EXERSAM iMPREUNA

Ipoteza: ABCD paralelogram - X

<A =70°,AB=6cmsiAD = 5cm ™
Concluzie: a.<B=?,<4C=7? x [
b. <ABD = <CDB ¥
c.AB=CD siAD = BC =
Demonstratie:

a. ABCD paralelogram, asadar, conform Teoremei 1, rezulta:

* JA si 4B sunt suplementare, deci <B = 110°%;

* 4A = «4C, deci <C = 70°.
b. AB || DC si secanta BD, rezulta <ABD = <«CDB (unghiuri alterne interne congruente).
<ABD = <CDB

BD=DB _ULY | AABD=ACDB = Ag = g’g.
<ADB = <CBD B

Am folosit in demonstratie faptul ca <ADB = <CBD. Demonstrati relatia.

c. AABD, ACDB
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‘ Punctul c. al problemei ne prezinta o alta proprietate a paralelogramului:

i ' Intr-un paralelogram laturile opuse sunt congruente.

...... .
' Daca un patrulater convex are laturile opuse congruente doua cate doua,
{ © atunci patrulaterul este paralelogram.
...... D'\ A
Ipoteza: ABCD patrulater convex .
AB=CDsiAD =BC R
Concluzie: ABCD paralelogram ¥,
Demonstratie: " " b E
AB = CD
AABD, ACDB |BD = DB=22£- AABD = ACDB = [#ABD = <CDB
D =BC <ADB = <CBD

Dreptele AB si CD tdiate de secanta BD formeaza unghiurile alterne interne con-
gruente <ABD = <CDB=> AB || CD. Demonstrati singuri cd AD || BC.

RN O OBSERVATIE R P T TP U LR T T ORI .

Atunci cand stim ca laturile opuse ale unui patrulater sunt congru- / )

ente doua cate doud, putem spune ca el este paralelogram. Ins&, daca

il desenam, observam ca putem construi diverse paralelograme. Sa

folosim paralelogramul articulat construit in lectia anterioara.
Asadar, paralelogramul nu este determinat de laturile sale, spre

deosebire de triunghi care este determinat de cele 3 laturi (reamintim /"

ca determinat inseamna ca desenul/constructia este unic/unica).

--------------------------------------------------------------------------------------- sesrsevrsevsresrrsrvervrvrrevenvee®

o900 0000000000000 0000000000

®e000ccccccc000000000000000’

::': ' Un patrulater convex in care doua laturi opuse sunt paralele si congruente este
paralelogram.

Ipoteza: ABCD patrulater convex 3] s
AB || CDsiAB=CD .
Concluzie: ABCD paralelogram “
Demonstratie: 5
AB || DC si secanta BD, rezultd <ABD = <CDB S
(unghiuri alterne interne congruente). A B
AB=CD LUL
<ABD = <CDB|——=AABD =ACDB = AD = BC
BD = DB
ABCD are laturile opuse congruente doua cate doua, deci este paralelogram.

. .
:

Teorema 3 ne prezintd si una dintre cele mai simple metode de a desena un para-
lelogram: desenam doua segmente congruente, ale caror drepte suport sunt paralele.

.
©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 00°
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CAPITOLUL 4

Intr-un paralelogram, punctul de intersectie al diagonalelor se afld la mijlocul fiecarei
diagonale.

Ipoteza: ABCD paralelogram, AC n BD = {0} 9 c
Concluzie: AO = OCsi BO = 0D

Demonstratie: <ABO = <CDO si
<AOB = <COD - justificati singuri

AB=CD LUU A B
AABO, ACDO [<ABO = <CDO|——=AABO =ACDO = AO = 0C,BO =0D.
<AOB = <COD
' Dacad intr-un patrulater convex punctul de intersectie al diagonalelor se
{ - afld la mijlocul fiecarei diagonale, atunci patrulaterul este paralelogram.

Demonstrati singuri Reciproca Teoremei 4, folosind aceleasi triunghiuri dar cu
alt caz de congruenta.

) APLICATIE PRACTICA Pentru simplificare, vom spune ,diagonalele se injumadtdtesc” in

loc de ,punctul de intersectie al diagonalelor se afld la mijlocul fie-
:  Observati in desen o na- : cdreidiagonale”.
: celd si cele doud brate care : Completati enunturile urmdtoare AnA 1 A
: osusin. ABCD s1 BEFG sunt cu cep;a ce vi se pare cel mai po- SAERSANHMEREUNA
: paralelograme, BG || EF. AD : . pare p
: . - trivit si comparati raspunsurile cu
. este fixat in soclu si, chiar : .
: ’ : cele ale colegilor.

. daca bratul ABCD se ridica : .
: ’ : Daca intr-un paralelogram:

© sau se coboara, BC si AD . o . . .
HERA ’ : e stim masura unui unghi, atunci........
. raman paralele. Asadar po- : . . . . i
o A . * stim lungimea unei laturi, atunci.......
zitia lui BG, si implicit a lui : . - < s :
" EF. nu se va modifica (1 * stim lungimile a doua laturi (!), atunci........
) : * stim lungimile a doua laturi alaturate, atunci........

mane verticald), deci nacela e o . y . . .
. 9 : * stim ca o diagonala este bisectoarea unui unghi al paralelogra-
: nu se vainclina daca bratele : . .
mului, atunci........

se ridica sau se coboara.

¢ -

: o : A
. .
: O 0N e
» » e <
: : N
. : Paralelogram=
: = patrulater 1
: in care ...
.
: / \
E v, e
0oL 1N

.
.
. OIZTUCIIC
.

...................................



¥ {3 EXERSATI

1. Rezolvati cerintele din tabelul urmator, referitoare la paralelogramul ABCD:

Ipoteza: Concluzie:

a. <A = 50° <B=7? C=7?

b. <D = 140° precizati unghiurile obtuze ale paralelogramului
c.AB=8cm CD=7?

d.BC=6cm,CD =7cm P =7

e.ACNBD ={0},A0 =3 cm, DO = 5cm CO=?BD="

fP,.,=22cm,P,, =18cm BD=7?

2. In paralelogramul MNPQ se stie cd <MPN = 25°
: si <MPQ = 45°. Calculati masurile unghiurilor
. paralelogramului.

: 3. Perimetrul unui paralelogram este 30 cm, iar
: una dintre laturi are lungimea de 6 cm. Calculati
¢ lungimile tuturor laturilor paralelogramului.

: 4. Calculati masurile unghiurilor unui paralelo-
. gram in fiecare dintre situatiile:

: a.masura unui unghi este dubla masurii altui unghi;
: b. doua dintre unghiuri au masurile direct pro-
portionale cu numerele 2 si 3;

c. doua dintre unghiuri au masurile invers pro-
portionale cu numerele 4 si 5.

5. In figura alaturata, ABCD 4
si AEFG sunt paralelograme. e £
Demonstrati cd <BCD = 4EFG. gl B
e
6. Desenati paralelogramul in H“mx
: fiecare dintre situatiile: o &

a.ABCD:AB=3cm,BC=4cm i
: si<ABC=130%
: b. EFGH: EF = 4,5cm, EH = 3 cm si <FGH = 70°,
i c. MNPQ: MP = 6 cm, QN = 8 cm si <MON = 120°,
. unde {0} = MP n QN;
: d. ABCD: AB =5cm, AC = 7cm si AD = 3cm (se
: recomanda folosirea cazului de constructie LLL
. de la triunghiuri).

F

: 7. Se considera un triunghi ABC. Desenati punc-
. tul D astfel incat:

a. ABCD paralelogram,;

b. ABDC paralelogram;
c. ADBC paralelogram. :

8. In paralelogramul ABCD, bisectoarea unghiu- :
lui A se intersecteaza cu cea a unghiului B in :
punctul E. Demonstrati ca <AEB = 90°. :

9. In figura urmatoare este prezentatd schematic :
o scara. Laturile treptelor sunt paralele cu AB si,
respectiv, cu BC. Se monteaza un covor pe trepte, :
delaAlaC.Dacda AB=3msiBC=1,1m,calculati

lungimea covorului.
c

A B

10. Unele dintre urmatoarele afirmatii sunt in-
complete, altele au informatii ,in plus”. Corectati, :
unde este cazul, pentru a obtine afirmatii adeva-
rate si precizati care sunt informatiile ,in plus”.

a. Un paralelogram este un patrulater convex cu
douad laturi paralele si doua laturi congruente.  :
b. Un paralelogram este un patrulater convex cu
laturile paralele si congruente doua cate doua. —:
c. Un paralelogram este un patrulater convex cu
laturile congruente doua cate doua. :
d. Un paralelogram este un patrulater convex cu
unghiurile congruente doua cate doua. :
e. Dacd un patrulater convex are doud un- :
ghiuri consecutive suplementare, atunci el este :
paralelogram. :



CAPITOLUL 4

IO EXERSATI RS oot oo st esesouse o esesosseeeony .

11. Consideram paralelogramul ABCD si punc-
tele M si N mijloacele laturilor AB si, respectiv,
CD. Demonstrati ca:

a. AMND este paralelogram;

b. AMCN este paralelogram.

12. In figura alaturata este reprezentat un para-
: lelogram ABCD. Punc- »
tele M, A si D, respectiv
B, C si N sunt coliniare,
iar AM = CN. Demon-
strati ca:

: a. MBND este paralelo-
: gram;

: b. MC|| AN.

13. Consideram un triunghi ABC si mediana BM,
: M € AC. Prelungim segmentul BM cu un seg-
: ment MD, MD = MB. Demonstrati cd ABCD este
: paralelogram.

14.1n figura alaturata sunt
: reprezentate doua cercuri
concentrice si doua dia-
¢ metre, CD1n cercul curaza
: mai mica si AB in cercul
¢ cu raza mai mare. Ce fi-
: gurd este ADBC? Justificati
i rdspunsul.

M \) ACTIVITATE PRACTICA [REEerrrr e PP TP .

Pentru ora urmatoare, decupati dintr-un carton un triunghi oarecare
(neisoscel) si colorati cu cate o culoare diferita fiecare latura. Determinati

mijloacele laturilor.

triunghiurile ca in figura alaturata.

92

Desenati apoi segmentele determinate de cate doua dintre mijloace,
cu acea culoare corespunzatoare laturii pe care nu o intersecteaza. Notati

......................................................................................................................

15. Consideram paralelogramul AMCN si punc-
tele B si D situate pe diagonala MN, astfel incat
MB = ND. Aratati ca ABCD este paralelogram.

16. Fie paralelogramul ABCD cu AB > AD. Bisec-
toarea <BAD intersecteaza latura CD in punctul :

E, iar bisectoarea <BCD intersecteaza latura AD :

in punctul F. Demonstrati ca:

a. triunghiul DAE este isoscel;

b. segmentele DE si FB sunt congruente;
c. dreptele AE si FC sunt paralele.

17. Fie triunghiul isoscel ABC, AB = AC = 8 cm si
D un punct oarecare pe latura BC. Paralela prin D
la AB intersecteaza AC in E, iar paralela prin D la
AC intersecteazd ABin F.

a. Demonstrati ca triunghiul EDC este isoscel.

b. Demonstrati ca AFDE este paralelogram.

c. Calculati perimetrul paralelogramului AFDE.

18. Fie triunghiul ABC si punctele D si E simetri-
cele punctelor A si B fata de punctul C. Demon-
strati ca ED = AB si AE || BD.

19. Decupati din hartie colorata doua triunghiuri
congruente. Asezati-le astfel incat sa obtineti un
paralelogram, justificand asezarea.




LINIA MIJLOCIE IN TRIUNGHI.
CENTRUL DE GREUTATE AL UNUI TRIUNGHI

Desenati AABC, punctele M, EXERSAM IMPREUNA
N si P, reprezentand mijloacele

laturilor AB, AC si, respectiv, BC,
precum si segmentul MN.

Segmentul care uneste mijloacele a doua laturi ale unui triunghi se numeste
linie mijlocie in triunghi.

 \) ACTIVITATE PRACTICA RIXEI T e P P P P P P P P PP RTINS
. .
.

Din cartonul in forma de triunghi pregatit la lectia anterioara, de-
. cupati cele patru triunghiuri si agezati-le unul peste altul, astfel incat
¢ laturile de aceeasi culoare sa se suprapund. Observam ca cele patru
¢ triunghiuri se suprapun perfect, deci putem spune despre ele ca
sunt congruente. Aceasta congruenta ne sugereaza, de exemplu, ca
MN=BP=PC= %, afirmatie valabila pentru oricare dintre cele 3 linii
© mijlocii. Mai mult, congruentele MN = BP si NP = MB determina para-
© lelogramul MNPB, ceea ce sugereaza ci MN || BP (MN || BC).

B
..................................................................................................................

TEOREMA LINIEI MIJLOCII IN TRIUNGHI

In orice triunghi, linia mijlocie determinata de mijloacele a doua laturi este paralela
cu a treia latura si are lungimea jumatate din lungimea acesteia.

Ipotezda: AABC,M € AB, N € AC, MN linie mijlocie
Concluzie: MN || BC si MN = 5E
Demonstratie: Fie D simetricul punctului M fata de punctul N.

Segmentele AC si MD se injumatatesc, asadar ADCM este parale-

. DC=AM _ . DC=BM
logram, deCI{DC llAM.DarAM:MleMeAB:{DC”BM:>

= BCDM paralelogram. Obtinem astfel ca: MD || BC= MN || BCsi
MD = BC = MN = %, deoarece, prin constructie, MD = 2MN.
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CAPITOLUL 4

. concurente.

R () OBSERVATIE S PP PP OO PP PPIITOPPPPIILOPON .

:  Folosind teorema, puteti acum demonstra (cazul LLL) congruenta celor patru triun-
: ghiuri din activitatea practica anterioara. Cele trei lini mijlocii determina triunghiul me- :

: dian al triunghiului dat.

oooooooooooooooooooooooo

M i= NE AMINTIM!

Axioma paralelelor:

Printr-un punct exterior
. unei drepte se poate construi :
‘numai o singura paralela la -
. dreapta data. :

Ce este 0 axioma?

¢ Unadevar general acceptat :
- fara demonstratie, deoarece se :
" impune gandirii ca evident.

.
-----------------------------------

A ReciProCA B

© In clasa a Vl-a ati vizut,:
© intuitiv (prin constructii), ca:
* medianele unui triunghi sunt:
Punctul lor de
: intersectie, numit centrul de :
: greutate al triunghiului, se no- :
: teaza, in general, cu G. Prinma- :
surare ati constatat ca acesta§
- se afla, pe fiecare mediana, la :
o treime fata de latura si doua
- treimi fata de varf. :
: Proprietatea liniei mijlocii§
©a unui triunghi permite de- :
monstrarea acestor proprietati
: ale medianelor unui triunghi. :

--------------------------------------

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Consideram AABC, M mijlo-
cul laturii AB si N mijlocul laturii
AC. Prin punctul M construim o para*
lela la BC care intersecteaza AC intr-un punct N'.

a. Care este pozitia dreptei MN fata de BC?

b. Se pot construi doua paralele prin M la BC? Ce concluzie
putem trage?

Rezolvare.

a. Conform Teoremei liniei mijlocii, MN || BC.

b. Conform Axiomei paralelelor, prin M se poate construi o
singura paralela la BC, deci dreptele MN si MN’ coincid. Dreptele
distincte AC si MN nu pot avea doua puncte distincte comune,
deci N si N’ coincid.

EXERSAM iIMPREUNA

RECIPROCA TEOREMEI LINIEI MIJLOCII IN TRIUNGHI
Paralela dusa prin mijlocul unei laturi a unui triunghi la o latura a triunghiului inter-
secteaza a treia latura a triunghiului in mijlocul acesteia.

Consideram AABC, media-
nele AM, M € BC si BN, N € AC si
punctul {G} = AM n BN. Notam cu D
E mijloacele segmentelor AG si BG.

a. Ardtati ca DEMN este paralelogram.

b. Aratati cd GM = 3AM si GN = 3 BN.

Rezolvare.

a. DElinie mijlocie in AGAB, deci DE || AB
si DE = 28; MN linie mijlocie in ACAB,
asadar MN || AB si MN = “E; DE || MN si
DE = MN, deci DEMN este paralelogram.

b. DEMN paralelogram = MG = GD si cum, prin constructie,
GD = DA, rezultd MG = GD = DA =21 s, analog, NG = GE=EB =5N.

EXERSAM IMPREUNA

3




Putem enunta astfel teorema:

TEOREMA REFERITOARE LA CENTRUL DE GREUTATE AL UNUI TRIUNGHI
Medianele unui triunghi sunt concurente. Punctul lor de intersectie este situat, pe fie-
care dintre mediane, la doua treimi fata de varf si o treime fata de latura opusa varfului.

Ipoteza: AABC; AM,M € BC; BN, N € AC; X
CP, P € AB; AM, BN, CP mediane
Concluzie: AMNBNnN CP ={G} 5 -

GM = %AM, GA = %AM si relatiile echivalente pentru
celelalte mediane
Demonstatie: Consideram AM N BN ={G} si AM n CP = {G'} si M
demonstram ca G = G'. o
Aplicand demonstratia din problema anterioara pentru G, obtinem GM = %AM .

[ ]

Aplicand demonstratia din problema anterioara pentru G’, obtinem G'M = %AM.

Obtinem MG = MG’ si, cum ambele puncte sunt pe segmentul AM, rezulta G = G'.
Cum G € AM si MG = %AM rezultd AG = %AM si relatiile echivalente.

Demonstrati ca, daca doua me- EXERSAM IMPREUNA s t== NE AMINTIM! .

diane ale unui triunghi sunt

congruente, atunci laturile cores-

punzatoare lor sunt congruente.

Ipoteza: AABC: BM,M € AC; CN, N € AB;
BM, CN mediane, BM = CN

Concluzie: AC=AB

Demonstratie: Fie G centrul de greutate

al triunghiului: BG=$BM,CG=3CN= B c
BG = CG = AGBC isoscel= <GBC = <GCB.

Din congruenta AMBC = ANCB(LUL) (demonstrati) rezulta
MC = BN = AC = AB.

. \3 APLICA]'IE PRACTICA IR TR T LT

¢ Pedeasupra unei cladiri trebuie tras un cablu care sa uneasca
. doi stalpi de iluminat montati de o parte si de alta a cladirii (vezi
figura alaturata in care cei doi stalpi sunt montati in punctele A
© si B). Cladirea fiind intre cei doi stalpi, nu se poate masura dis-
tanta dintre ei. Explicati cum, folosind un al treilea punct ales
convenabil si proprietatea liniei mijlocii a unui triunghi, puteti
¢ determina lungimea cablului (distanta dintre cele doua puncte).
Calculati si voi distanta dintre doud puncte situate de o parte si
. de alta a unei cladiri din curtea scolii.

. Inclasaa Vl-a ati demon- :
< strat ca, intr-un triunghi -
. isoscel, medianele corespun- :
- zatoare laturilor congruente :
. sunt congruente. Folosind :
. proprietatea centrului de
greutate, demonstrati o reci-
. procad a acestei proprietati.

--------------------------------------
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CAPITOLUL 4

B () EXERSATI  JREEIIIEIRIRRS

1.In AABC, M, N si P sunt mijloacele laturilor AB,
. ACrespectiv BC.
A.Secunosc:AB=6cm,AC=8cmsiBC=12cm.
¢ i. Lungimea lui MN este egala cu:

a)3cm; b)6cm; c)12cm; d)4cm.

ii. Perimetrul triunghiului MNP este egal cu:
: a)l0cm; b)l12cm; c¢)13cm; d)20cm.
B. Se cunosc: MN =2 cm,MP = 3,5cmsiAB=5cm
¢ i. Perimetrul triunghiului MNP este egal cu:

a)8cm; b)75cm; c)7cm; d)5,5cm.

ii. Perimetrul triunghiului ABC este egal cu:

a)12cm; b)ldcm; c)16cm; d)18cm.

2. Calculati perimetrul unui triunghi isoscel,
: daca doua dintre liniile mijlocii din triunghi au
: lungimile: a)3cmsi4cm; b)3cmsi7 cm.

: 3.In AABC, G este centrul de greutate, iar BM si CN
sunt mediane. Se cunosc: BG = 4cm si NG = 3 cm.
. a.Lungimea segmentului GM este egald cu... cm.
b. Lungimea medianei CN este egala cu... cm.

¢ ¢. Suma lungimilor medianelor BM si CN este
: egalacu...cm.

. 4. In figura aldturata este
reprezentat un triunghi is-
. oscel ABC, AB = AC. Punc-
tele D, E si F sunt mijloacele
. laturilor AB, AC, respectiv
BC. Demonstrati ca <DEF
. =<ACB.

B F c

5. In triunghiul dreptunghic ADEF lungimea ipo-
. tenuzei EF este de 12 cm. Calculati lungimea seg-
: mentului DG, unde G este centrul de greutate al
: triunghiului.

© 6.Fie AABCsipuncteleD € AB, AD=4BsiEe A,

AE = ATC. Aratati ca DE || BCsi ca DE are lungimea
: egala cu un sfert din lungimea lui BC.

96

7. In patrulaterul ABCD punctele M, N, P si Q sunt
mijloacele laturilor AB, BC, CD respectiv DA. De- :
monstrati ca: :
a. MN || AG;

b. ABCD este paralelogram.

8.1n AABC consideram linia mijlocie MN,M € AB :
si N € AC si indltimea AD, D € BC. :
a. Demonstrati ca AD L MN. :
b. Daca MN n AD = {P}, demonstrati ca P este mij-
locul segmentului AD. :

9. Fie AABC, DE linie mijlocie, D € AC, E € BC, :
mediana CM, M € AB, DE n CM = {0} si G centrul
de greutate al triunghiului ABC. :
a. Demonstrati ca O este mijlocul lui DE, precum :
siallui CM.
b. Daca CM = 18 cm, calculati lungimea segmen- :
tului GO. :

10. In paralelogramul ABCD, de centru O, se con-
sidera punctele M si N mijloacele laturilor AB si :
DC. Demonstrati cd M, O si N sunt coliniare. :

11. Consideram AABC, punctul M mijlocul laturii
AB, N mijlocul laturii AC si P un punct oarecare :
situat pe latura BC. Punctele E si F sunt mijloa-
cele segmentelor PM, respectiv PN. Aratati ci :
BC = 4EF. :

12. In paralelogramul ABCD, cu AC = 12cm, :
consideram punctul E, mijlocul segmentului CD
si ACNBE = {P}. Calculati lungimea segmen- :
tului CP. :

13. In AABC, M este mijlocul laturii AB, iar N si P
sunt situate pe BC astfel incat BN = NP = PC. :
a. Demonstrati ca MN || AP. :
b. Daca CM n AP ={R}, demonstrati ca R este mij-
locul segmentului MC. :



PARALELOGRAME PARTICULARE:
DREPTUNGHIUL

C Folosind paralelogramul articulat construit si un echer, rotiti latu-
rile acestuia pana cand unul dintre unghiuri devine drept. Observam
ca toate unghiurile devin drepte. Patrulaterul obtinut este un parale-
C) logram particular.

Paralelogramul cu un unghi drept se numeste dreptunghi.

Sa dovedim afirmatia facuta mai sus: B ©
Ipoteza: ABCD paralelogram, <A = 90°
Concluzie: <B =90° <C =90° <D =90° -
Demonstratie: ABCD paralelogram= <A + <B=180°=> 4 B

<B = 90°; <A =<C= <C=90° <D + <A = 180°=> <D = 90°.

' Intr-un dreptunghi toate unghiurile sunt congruente si au masura de 90°.
lb ...... =
' Daca un patrulater convex are toate unghiurile congruente, atunci el este
: { dreptunghi.

Demonstrati singuri Reciproca Teoremei 1.

Observati figurile alaturate. In fiecare dintre cele doua
situatii, patrulaterul este asezat in pozitie verticala, cu una
dintre laturi pe masa. Exercitam, in fiecare caz, o apasare pe
verticala. Observam ca, in cazul formei care nu este drept-
unghi, aceasta are tendinta sa se deformeze, apropiind latura
orizontala superioara de masa, pe cand la forma dreptunghi,
aceasta nu se deformeaza. Acesta este si unul dintre motivele pentru care atat tocul usii, cat si al geamu-
lui, au forma unui dreptunghi, rezistenta acestuia la deformari fiind mai mare decat la alte patrulatere.

R ) OBSERVATIE S O PP P PP LT LT OO PPPPPPRLIN .

Un dreptunghi ABCD este un paralelogram, deci are toate proprietatile pe care le au
paralelogramele: AB = CD si BC = AD; AO = OC si BO = 0D, unde O este punctul de in-
tersectie al diagonalelor; unghiurile fiind toate drepte, evident ca oricare doud unghiuri
. consecutive sunt suplementare si cele opuse sunt congruente.

.
©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 00°
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CAPITOLUL 4

R () OBSERVATIE  ZEEr T P T PR P PP PP PP PP PP PP RIS .

O proprietate pe care dreptunghiul o are in plus fata de paralelogram se refera la
diagonale. Ea se poate observa usor folosind urmatorul experiment: luam doua foi de
hartie identice (doua dreptunghiuri), desenam pe fiecare dintre ele cate una dintre di-
agonale, dupa care intoarcem una dintre foi cu ,fata in jos” si o suprapunem peste cea-

_lalta. Constatam ca cele doua diagonale se suprapun.

ee000ccccccccccec®

o®®0c00c00c0cccccos

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 00°

‘ ' Intr-un dreptunghi, diagonalele sunt congruente.

R Ipoteza: ABCD dreptunghi D c
Concluzie: AC=BD S
Demonstratie: - 'R_H

AABC, ABAD ‘g? = ﬁg —CC  AABC=ABAD = AC= BD 7 ~g
{ ' Daca un paralelogram are diagonalele congruente, atunci el este dreptunghi.
ST Ipoteza:  ABCD paralelogram, AC = BD

Concluzie: ABCD dreptunghi = =

Demonstratie: AABC = ABAD = <ABC = <BAD; cele s u

doua unghiuri sunt suplementare (sunt consecutive in b2

paralelogram), rezulta <ABC = 90°. Asadar paralelogra- 2

mul ABCD are un unghi drept, deci este dreptunghi. & B

. \3 ACTIVITATE PRACTICA .. ..,.@ OBSERVA'!'" ................................................ .

% Ca o consecinta imediatd a teoremei anterioare, obtinem
ca AOAB, AOBC, AOCD si AODA sunt triunghiuri isoscele, unde
O este punctul de intersectie al diagonalelor.

% Reciproca teoremei ne sugereaza si o idee de desenare a
unui dreptunghi fara a folosi paralelis-
mul sau echerul:

e Desenam doua segmente congru-
ente care au acelasi mijloc si unim ca-
petele lor, ca in figura. Ce proprietate a
paralelogramului folosim impreund cu
reciproca teoremei 27

e Fara a folosi rigla gradata (pentru
masurare), desenam un cerc si doud
diametre; capetele diametrelor deter-
mind dreptunghiul. Ce proprietati ale
cercului am folosit?

B
©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

:  Explicati cum puteti ve-
rifica, cu ajutorul unei sfori,
: dacatabla de scris este drept-
unghi. Atentie, nu uitati sa ve-
rificati mai intai daca este pa-
ralelogram! Fiti imaginativi!

cesee

cee . . sesescsssee
R R oo

00 000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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> In paralelogramul ABCD se stie cd <A = <B.
Aratati ca ABCD este dreptunghi.
Ipotezd: ABCD paralelogram si <A = <B

EXERSAM IMPREUNA

Concluzie:

ABCD dreptunghi

Demonstratie: Cele doua unghiuri sunt suplementare (sunt consecutive in paralelogram) =
= <4A + 4B =180°= 2 - 4A = 180° = <A = 90°, deci paralelogramul este dreptunghi.
Un paralelogram cu doud unghiuri consecutive congruente este dreptunghi.

» Un patrulater convex cu doua unghiuri drepte este dreptunghi? Dar daca are trei unghiuri drepte?

Rezolvare.

Daca are doar doua unghiuri drepte, consecutive sau opuse, patrulaterul nu este nea-

parat dreptunghi (desenati cate un patrulater care nu este dreptunghi in fiecare dintre cazuri). Daca pa-
trulaterul are trei unghiuri drepte, al patrulea are masura 360° - 3 - 90° = 90°, deci unghiul este drept.

Orice patrulater convex cu trei unghiuri drepte este dreptunghi.

> Impaturiti o foaie de hartie dreptunghiulara astfel incat doua laturi opuse sa se |
suprapuna. Realizati operatia pentru ambele perechi de laturi. Ce reprezinta, pen- ‘
tru dreptunghi, dreptele corespunzatoare urmelor ramase dupa ce desfacem hartia? }
Rezolvare. Dreptele respective sunt axele de simetrie ale dreptunghiului. ‘

Dreptunghiul are doud axe de simetrie. Acestea sunt mediatoarele laturilor dreptunghiului.

- \) ACTIVITATE PRACTICA

Pentru ora urmatoare desenati si decupati dintr-un carton

...........................................

doua triunghiuri isoscele congruente.

.
.

.
LR R O TR T R O R T T T R O TR T R R R O T R TR O R R TR T R O R O TR R R R R R R I N R R R RN R RN

Paralelogram
cuun
unghi drept

Paralelogram
cu doua
unghiuri opuse

Patrulater

Y (cu toate unghiu-
rile drepte (sunt

r/ _

Paralelogram
cu doua unghiuri

consecutive
congruente

Satul Bacova este o locali- :
tate din judetul Timis, in care
toate strazile sunt paralele si
formeaza dreptunghiuri.

v Documentati-va cu pri-
vire la Bacova si realizati o
scurtd prezentare turistica a
asezamantului.

v Un elev din Bacova, care
locuieste in punctul A, vrea
sd ajunga la scoala si nu se
hotdraste pe care dintre cele
3 trasee, colorate pe desen, sa
mearga. Ce-1 sfatuiti? De ce?

©0ccccccccccc0000000000000,

@000 cccccccccsscccscccsccscccsccsse00e e

scoala
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CAPITOLUL 4

R (3 EXERSATI!  XCCEICTTIITPRIRS

1. Desenati dreptunghiul ABCD in fiecare dintre
. urmatoarele situatii:

a.AB=6cm,AD = 5cm;

: b.AB =7cm, 94BAC = 40°%

i c.AB=4cm, AC=6cm;

: d.AB=8cm,BD =10cm;

e. AC = 6 cm, <AOD = 50°.

: 2. Precizati, pentru fiecare dintre urmatoarele
situatii, daca dreptunghiul este bine determinat,
: in conditiile in care cunoastem:

: a. lungimile laturilor;

¢ b. lungimea unei laturi si a unei diagonale;

c. lungimea unei laturi si masura unghiului for-
: mat de o diagonala cu latura respectiva;

: d. lungimea unei laturi si masura unghiului for-
mat de o diagonala cu o latura;

: e.lungimea diagonalelor;

f. lungimea diagonalelor si masura unghiului
: format de o diagonala cu o latura;

g. lungimea diagonalelor si masura unghiului
: format de acestea.

3. Precizati, in urmatoarele cazuri, daca patrula-
: terul este dreptunghi:

: a. BCDE paralelogram si <D = 90°%;

. b. ACEG patrulater si <A = <C = <E = <G;

: ¢. MNPQ patrulater, MN || PQ si <M = 90°;

: d. ABCD patrulater, AB || CD, AB = CD si AC = BD;
: e. DEFG patrulater, DE || FG, DG = FE si <D = 90°
. f. LMNP patrulater, LNN MP = {0} si LO = MO =
: =NO = PO;

: g. HIJK paralelogram si P P

AHIJ = AHIK®

4. Mdsura unghiului format de o diagonala a
: unui dreptunghi cu o latura a sa este 55°. Atunci:
i. masura unghiului format de aceeasi diagonala

¢ cu cealalta latura este:

: a)30°% b)35°% c¢)40°% d)45%
- ii. masura unghiului ascutit format de diagonale este:
a)55°% b)60°% c¢)65° d)70°

5. Daca masura unghiului ascutit format de dia-
gonalele unui dreptunghi este 68°, atunci: :
i. masura unghiului obtuz format de diagonale
este:

a)102°% b)112°% ¢)122°% d)132°% :
ii. masurile unghiurilor formate de o diagonala :
cu laturile sunt: :

a) 68°si22°% b)66°si 24°%;

€) 56°si34°% d)46°si 44’ :
6. Fie AABC dreptunghic, <A = 90° si punctele M, :
N si P mijloacele laturilor AB, BC respectiv AC.
Demonstrati ca AMNP este dreptunghi. :

7. In AABC punctele M si N sunt mijloacele la-
turilor AB si AC. Construim perpendicularele
MP 1 BC,P e BCsiNQ L BC,Q € BC.

a. Demonstrati ca MNQP este dreptunghi. :
b.Daca BC = 16 cm silungimea inaltimii AD, D € BC,
a triunghiului este 10 cm, calculati MN + NQ. :

8. In triunghiul dreptunghic ABC, cu <A = 90°, :
consideram mediana AM, M € BC, si punctul D,
simetricul punctului A fata de punctul M.
a. Demonstrati ca patrulaterul ABDC este
dreptunghi. :
b. Dac3, in plus, <ABC = 30° si AC = 4 cm, calcu-
latiP,,,,

9. In dreptunghiul ABCD, O este punctul de inter-
sectie al diagonalelor, iar M este mijlocul segmen- :
tului AD. Se stie ci: AC = 18 cm si «COD = 60°.  :
a. Calculati masura unghiului ACB.

b. Calculati perimetrul triunghiului AOB. :
c. Daca BM N AC = {P}, calculati lungimea seg- :
mentului AP. :

10. In dreptunghiul ABCD, AB > BC, bisectoarea :
unghiului A intersecteaza latura DC in punctul E. :
a. Demonstrati ca DE = AD. :
b. Stiind ca DE = 4cm si <CAE = 15°, calculati
lungimea diagonalei BD. :



PARALELOGRAME PARTICULARE:
ROMBUL Sl PATRATUL

ROMBUL

Asezati cele doua triunghiuri isoscele, congruente, decupate pen-
tru aceasta ora, astfel incat bazele lor sa coincida. Ce figura geome-
trica ati obtinut? Ce proprietati in plus are figura obtinuta fata de un

v B paralelogram?

Rdspuns. Se obtine un paralelogram, pentru ca laturile opuse
sunt congruente doua cate doua. Observam ca figura are toate la-
turile congruente, si asta se datoreaza faptului ca triunghiurile sunt
isoscele, deci putem spune ca paralelogramul construit astfel are

c doua laturi consecutive congruente.

Paralelogramul cu doua laturi consecutive congruente se numeste romb.

B (O OBSERVATIE  RE P T P P PR LT PP LT PROLIPPPLON .

Un romb este un paralelogram, deci are toate proprietatile acestuia. Enuntati
aceste proprietati folosind desenul de mai sus.

.
®ececccccc®

e0®ccccces
.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

< ' ¢ Intr-un romb toate laturile sunt congruente.

{ ' © Daca un patrulater convex are toate laturile congruente, atunci el este romb.

Ipoteza: ABCD patrulater convex, AB = BC = CD = DA

Concluzie: ABCD romb

Demonstratie: AB=CD si BC=AD, deci ABCD este paralelogram si, cum AB = BC,
atunci el este romb.

Fie rombul ABCD avand punctul de intersectie a diagonalelor O. Ras- EXERSAM iIMPREUNA
pundeti urmatoarelor intrebari:

e Ce fel de triunghi este AABD?

e Ce reprezinta AO in AABD?

Rdaspunsuri.

e AB = AD, deci triunghiul ABD este isoscel.

e BO = 0D, deci AO este medianad in AABD si, cum triunghiul
este isoscel, AO este si indltime si bisectoare a unghiului A.
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CAPITOLUL 4

Intr-un romb, diagonalele sunt perpendiculare.

‘ Justificarea Teoremei 2 este prezentata in problema anterioara.

{ ' Daca un paralelogram are diagonalele perpendiculare, atunci el este romb.

o—— Ipoteza: ABCD paralelogram, AC L BD V‘
Concluzie: ABCD romb /'/
Demonstratie: In AABD, AO este mediana (dia- " "\

gonalele se injumatatesc). Cum AC L BD, obtinem
AO 1 BD, adica AO este indltime in triunghi. In AABD, AO este si mediana si inal-
time, deci triunghiul este isoscel, AB = AD si paralelogramul ABCD devine romb.

< |: Intr-un romb, diagonalele sunt bisectoare ale unghiurilor corespunzatoare.

ST Justificarea Teoremei 3 este prezentata mai sus.

tuia, atunci el este romb.

el D ¢
Ipoteza: ABCD paralelogram, r
AC bisectoare a unghiului BAD ’/
Concluzie: ABCD romb _-:‘..‘

Demonstratie: In AABD, AO este mediana A s
(diagonalele se injumatatesc). Cum AC este bisectoarea <BAD, obtinem cd AO
este bisectoare in AABD. In AABD, AO este si mediana si bisectoare, deci triun-
ghiul este isoscel, AB = AD si paralelogramul ABCD devine romb.

: { ' Daca intr-un paralelogram o diagonala este bisectoare a unui unghi al aces-

B Y IMPORTANT .
i . Paralelogram

. Diagonalele rombului sunt : cu dous laturi
* axe de simetrie ale rombului. consecutive

.................................... . congruente

Are toate

laturile - Rombul - > .
congruente g < cu o diagonala

bisectoare a

Paralelogram
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PATRATUL

e
l ' Un patrulater cu toate laturile congruente si toate unghiurile congruente se
numeste pdtrat.

OBSERVATII  JXTEITITCTPTPRRIRIAIITIPIIPPOPPIROIIIIPIPIRORO R == N E AMINTIM! ) m
ol o .

%]
< Avand toate laturile congruente, un patrat | . .° : Despre patrat afi invatat
este un caz particular de romb. Avand toate unghiu- :?: ¢ incd din clasele primare si, :
rile congruente, acestea sunt unghiuri drepte, deci | -~ "+ . probabil, este figura geome-
patratul este si un caz particular de dreptunghi. ~ * 8 ¢ tricd pe care ati folosit-o cel
Asadar, putem spune despre patratul ABCD ca... : mai mult. Dintre toate figu-
...este paralelo- ...este dreptunghi, ...este romb, rile georr‘letrlce, patratu.l are
gram, deci: deci: deci: . ced mal mare.regularltatfe: f
AB || CD si BC | AD AC=BD AC LBD . are toate laturile, respectiv

. toate unghiurile, congruente.

e seevsssessevesvesssseveesescrcse .

B \) ACTIVITATE PRACTICA B

: Luati o foaie de hartie :
A4 (dreptunghiulara) si in-
¢ doiti hartia ca desenul ala-
. turat: varful stanga sus, D, :
sa ajunga pe latura de jos,
AB (in punctul F). Eliminati
partea ramasa, cea hasurata
pe figura, si desfaceti hartia.
¢ Sigur ati mai folosit aceasta
: tehnica pentru a obtine un :
patrat dintr-o foaie de hartie

Dreptunghi . dreptunghiulara. :
cu doud laturi Problema 15 va demon- :

S E e . stra faptul ca bucata de har-
: tie ramasa este un patrat.

Va

Romb 3 Dreptunghi :
cu diagonalele v Patratul cu o diagonala

bisectoare a

AO=0CsiBO=0D|A0O=B0O=C0O=D0O| Diagonalele sunt
bisectoare ale
unghiurilor

7
e

AOAB, AOBC, AOCD si AODA sunt triunghiuri dreptunghice
isoscele.

% Patratul are patru axe de simetrie: cele doua mediatoare
ale laturilor si diagonalele.

csese
csese

00 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000,
cses

000000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000°

. B
©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°
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congruente
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congruente




CAPITOLUL 4

O EXERSATI | e

Rombul

1. Intr-un romb, unghiul format de o diagonald
: cu o laturd are masura de 35°. Calculati masurile
. unghiurilor rombului.

: 2. Calculati masurile unghiurilor unui romb, sti-
. ind ca o diagonala este congruenta cu laturile lui.

3. Desenati un romb, ABCD, stiind ca:
i a.AB=5cmsi <A = 50°%

¢ b.AB=45mmsiAC =7 cmy

: c.AC=8cmsiBD=0,6dm;

: d. AB = 4 cm si <BAD = 70°.

4. Precizati, in urmatoarele cazuri, daca patrula-
¢ terul este romb:

: a. BCDE: BC=CD = DE = EB=5cm;

. b. ACEG: AC || EG, CE || AG, CE = EG;

: ¢. MNPQ: MN = PQ, MN || PQ, MP L NQ;

: d. LMNP: LNNnMP = {0}, LO = ON, MO = OP,
: 4LMP = <NMP;

: e. DEFG: DE || FG, DG = EF, DF L GE.

5. Consideram paralelogramul MNPQ, astfel

. incat perimetrul AMNO este egal cu cel al AMQO,
{0} = AC n BD. Demonstrati cda MNPQ este romb.

6. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, conside-
ram mediana AM, M € BC, pe care o prelungim :
cu segmentul MD, MD = AM. Aratati ca ABDC
este paralelogram.

7. In figura aliturati, AB este
mediatoarea razei OA a cercu-
lui de centru O. Demonstrati ca
OBAC este romb.

8. Demonstrati ca:
a. Mijloacele laturilor unui dreptunghi sunt var-
furile unui romb. :
b. Mijloacele laturilor unui romb sunt varfurile
unui dreptunghi.

9. In rombul ABCD, cu ACNBD = {0}, M, Nsi P :
sunt picioarele perpendicularelor din O pe latu- :
rile AB, AD, respectiv DC. Aratati ca: :
a.OM =0ON=O0P; b.M, O siP sunt coliniare.

10. In triunghiul dreptunghic OAB, <0 = 90°, fie
punctele C si D simetricele punctelor A, respectiv
B, fata de O. Demonstrati ca ABCD este romb.

11. In paralelogramul ABCD, AB = 10 cm si AD =
= 5cm. M si N sunt mijloacele laturilor AB si CD. :
Demonstrati ca: a. AN L DM; b. <ANB=90°.

. Patratul

: 12. Construiti un patrat cu:
: a.laturade 5 cm;
: b. diagonalele de 6 cm.

13. Explicati cum desenati un patrat care are var-
: furile pe un cerc dat (spunem ca patratul este in-
scris in cerc). Desenati un cerc cu raza de 3 cm si
: un patrat inscris in el.

. 14. Explicati cum desenati un cerc care sa contina
varfurile unui patrat dat (spunem ca cercul este
: circumscris patratului). Desenati un patrat cu la-
: turade 5 cm si un cerc ce contine varfurile lui.

15. Consideram dreptunghiul ABCD, cu AB > AD. :
Punctul E este situat pe latura DC, astfel incat
DE = AD. Constriim EF L AB, F € AB. Demonstrati ca: :
a. AE este bisectoarea <DAF; :
b. ADEF este patrat.

16. Consideram doua triunghiuri dreptunghice
isoscele: AABC, <A = 90° si ADBC, <D = 90°,
A # D. Demonstrati ca ABDC este patrat.

17. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, AD :
este bisectoarea unghiului A, D € BC. Construim :
inaltimile DE, E € AB si DF, F € AC in triunghiu-
rile ADAB si, respectiv, ADAC. Demonstrati ca :
AEDF este patrat. :



18. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor

. patratului MNPQ. Demonstrati ca:
: a. patrulaterul determinat de mijloacele segmen-
: telor OM, ON, OP si OQ este un patrat;

. b. patrulaterul determinat de simetricele punc-

tului O fata de varfurile patratului este un patrat.

19. In patratul ABCD, punctele M, N, P si Q sunt
situate pe laturile AB, BC, CD respectiv DA, astfel
incat AM = BN = CP = DQ.

a. Stabiliti ce patrulater particular este MNPQ.

b. Demonstrati ca MP L NQ.

20. Fie punctul M situat pe diagonala AC a patra-
tului ABCD. Demonstrati ca:

i a. <BMC = 9<DMC;
: b. <MDA = <MBA;
: ¢. BMDN este romb, unde N este situat pe AC si

: 21.In figura alaturatd, ABCD si
: DEFG sunt patrate, iar punctul
: G nu este mijlocul laturii CD. F
. Demonstrati ca:
* a. GE || AC;

. AN=CM. C ﬁ 0

L,

B A

b. punctele B, F si D sunt coliniare;

: C. AFAC este isoscel.

: Observam in poza alaturata un cric cu ajutorul caruia
. se ridica masina. Suportul care este pe sol si suportul
care sustine masina sunt pozitionate in capetele diago-
nalelor rombului, aceasta diagonala fiind perpendicu-
. lard pe cealalta diagonala (reprezentata de surub). Prin
strangerea surubului, varfurile opuse se apropie, iar cele-
© lalte varfuri se indeparteaza, dar patrulaterul ramane tot
© romb. Existd un moment, in timpul ridicarii masinii, in

© care rombul devine patrat?

.
.

22. In interiorul patratului ABCD consideram un
punct E astfel incat AABE sa fie echilateral.

a. Demonstrati ca:

i) ED = EC; ii) 9<ADE =75°.

b. Calculati masura <DEC.

23. Pe diagonala AC a patratului ABCD, conside-
ram punctul E astfel incat AE = AB.

a. Calculati masura <ADE.

b. Demonstrati ca DE este bisectoarea <BDC.

c. Calculati masurile unghiurilor triunghiului
EBD.

24. Punctul C este situat pe segmentul AB,
AC < CB. De aceeasi parte a dreptei AB se con-
struiesc patratele ACDE si BCFG.

a. Demonstrati ca EC L CG.

b. Stabiliti pozitia punctului C pe segmentul AB
astfel incat EF L FB

25. Intr-un patrat ABCD, punctele M si N sunt si-
tuate pe laturile AB si BC astfel incat AM = BN.
Demonstrati ca:

a. DM = AN;

b. <ADM = <BAN,;

c. DM 1 AN

S 00 0000000000000 000800000000 000000000000000 080000800000 0000000000000000000000000000080000800000000000000000s00s00000000 @
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CAPITOLUL 4

TRAPEZUL:
CLASIFICARE, PROPRIETATI

Un patrulater convex care are doua laturi opuse paralele si celelelalte doua laturi
neparalele se numeste trapez.

B O OBSERVATII  ZEEr T PT PP UL L EPRIPPOOLEes .

Observa desenul: ABCD este tra- ) c
pez pentruca AB || CD si AD 4 BC
« Laturile paralele ale trapezu-
lui se numesc baze.
 Bazele difera ca lungime. Ex- A
plicati de ce!
* AB baza mare, CD baza micda (pentru desenul alaturat).
e Vom numi AD si BC laturi neparalele.
+ De multe ori, in rezolvari, pentru a argumenta ca un patru-
later este trapez, aratam ca el are doua laturi opuse paralele si
_necongruente.

®000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

| |

Paralelogramele, deci si
. dreptunghiul, rombul si pa- :
. tratul, sunt patrulatere con- :
. vexe cu proprietatea ca latu- :
rile opuse, in perechi, sunt
. paralele. In aceastd lectie
. vom studia un alt caz parti-
- cular de patrulatere.

o090 000000000000 000000000000000000000 000,
° .
®ee0000000000000000000000000000000000 o

— Folosind proprietatea paralelelor taiate de o secanta, obtinem urmatoarea proprietate:

‘ ' In orice trapez, unghiurile aliturate unei laturi neparalele sunt suplementare.

Ipotezd: ABCD trapez, AB || CD, AD } BC G -2
Concluzie: <A si <D sunt suplementare

Demonstratie: AB || CD si secanta AD, <A si <D
sunt unghiuri interne de aceeasi parte a secantei,
deci sunt suplementare. A B

Consideram trapezul ABCD, AB || CD, in care <A = 36° si <C = 104°.

a. Calculati masurile unghiurilor B si D ale trapezului.

b. Daca, in plus, AD = DC, demonstrati ca diagonala AC este bisec-
toarea unghiului A.

Rezolvare. a.<D =180° - 36° = 144°si <B = 180° — 104° = 76°

b.ADAC isoscel: «<DAC = <DCA = (180°-144°) :2 = 18° si, cum
<DAB = 36°, obtinem cd AC este bisectoarea unghiului A.
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Clasificare
trapez oarecare trapez dreptunghic trapez isoscel

trapezul care are lungimi diferite trapezul cu una dintre laturile ne- trapezul cu laturile neparalele
ale laturilor neparalele si nu are paralele perpendiculard pe baze congruente

unghiuri drepte (sau care are un unghi drept)
/n_ﬂ\ H G L K
B e m
A B E F [ J
ABCD trapez oarecare EFGH trapez dreptunghic: IJKL trapez isoscel:
EF || GH, HE L EF IJ|| KL, IL = JK

Se numeste inaltime in trapez un segment determinat de punctele de inter-
sectie ale bazelor cu o perpendiculara comuna a lor.

Consideram trapezul dreptun- EXERSAM iIMPREUNA DESCOPERITI

ghic ABCD, AB || CD, <A = 90° si
<B = 60°. Construim CE 1 AB, E € AB.
a. Demonstrati ca ADCE este dreptunghi.
b. Daca DC = 4 cm si BC = 6 cm, calculati lungimea bazei mari AB.
Ipoteza: ABCD trapez dreptunghic b,
AB || CD, <A =90° si <B = 60°
Concluzie: a.ADCE dreptunghi
b. AB = ?, stiind ca DC = 4 cm si BC = 6 cm
Demonstratie: a. <A = <D = JE = 90°,
deci ADCE este dreptunghi;
b. AEBC este dreptunghic, <B = 60°,
deci <BCE = 30°% din teorema unghiului de 30° obtinem
BE = BC : 2 = 3cm. Cum ADCE este dreptunghi, AE = DC = 4 cm, :
deci AB = AE + EB=7 cm. A

) .
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

v Observati cum in figura
¢ de mai jos sunt construite
inadltimile prin varfurile A, D
i §i C, precum si inaltimea GH.
¢ v Inaltimile DE si CF im-
¢ part trapezul in trei parti:
¢ triunghiurile  dreptunghice
i DAE si CFB, respectiv drept-
¢ unghiul D}E'FC. :

Al
o
]
i
1

|

|

|
w I
A E B

Linia mijlocie in trapez

Consideram trapezul ABCD, AB || CD, AB > CD, si punctele M, N si P EXERSAM IMPREUNA
mijloacele segmentelor AD, BC, respectiv AC.

Demonstrati ca:
a.MP || AB;  b. punctele M, N si P sunt coliniare; c. MN =

AB + CD
—
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CAPITOLUL 4

Ipoteza: ABCD trapez, M € AD,AM = MD, N € BC, BN = NC,

PeAC,AP=PC

Concluzie: a. MP || AB; b. M, NsiP coliniare; c. MN =w.

Demonstratie:
a. MP linie mijlocie in AACD, deci MP || CD; CD || AB = MP || AB.
b. NP linie mijlocie in ACAB, deci NP || AB; MP || AB, iar prin P nu putem # E
construi doua paralele la aceeasi dreapta, rezulta M, N si P coliniare.
c. Din proprietatea liniei mijlocii in triunghi, MP = % si NP = %; deoarece punctele M, N si P sunt
coliniare, rezulta MN = MP + NP = CEE 6D

2

Segmentul care uneste mijloacele laturilor neparalele ale unui trapez se nu-
meste linia mijlocie a trapezului.

' In orice trapez, linia mijlocie este paralela cu bazele si are lungimea
‘ - egala cu jumatate din suma lungimilor bazelor.

.."._ In trapezul ABCD, AB || CD, AB = EXERSAM IMPREUNA
: 12 cm si CD = 6 cm, iar M, N,
P si Q sunt mijloacele segmentelor AD;
BC, AC, respectiv BD. Calculati lungimile segmentelor MN si PQ.

Rezolvare. Din formula liniei mijlocii in trapez: MN = 9cm;
MP linie mijlocie in AACD si MQ linie

. Lungimea segmentului de- :
¢ terminat de punctele de in- :
. tersectie ale diagonalelor cu
¢ linia mijlocie este jumatate :
. din diferenta lungimilor :

" bazelor. : mijlocie in ADAB, asadar MP = (:2D , iar
eereneesersranenneneeserneenenneneen o MQ = %; obginem PQ = ABz_ D _ 3cm.

e Demonstrati singuri faptul ca punc-
tele M, P si Q sunt coliniare.

Trapezul isoscel, proprietati

Fie trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB > CD, AD = BC, si indltimile
CE si DF, E € AB, F € AB. Demonstrati ca: AF = BE si <A = <B.
Ipoteza: ABCD trapez, AB || CD, AB > CD,AD =BC, CE L AB,E € AB
siDF L AB, F € AB. 2 &
Concluzie: AF =BE, <A =<B | |
Demonstratie: DFEC este dreptunghi, deci DF = CE. |
AD=BC| _CI AF = BE . L

ADAF,ACBE:‘DFECE —— ADAF = ACBE = <A = <B A F
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trapezul este isoscel.

Demonstrarea Reciprocei Teoremei 1:

Ipotezd: ABCD trapez, AB || CD, <A = <B
Concluzie: AD = BC
Demonstratie: Folosim aceleasi inaltimi:

CE L AB,E € ABsi DF L AB, F € AB; DFEC este

dreptunghi, deci DF = CE.

Daca intr-un trapez unghiurile alaturate unei baze sunt congruente, atunci

D C

I I
! |
| |
i A
A F E

Demonstrati singuri congruenta ADAF = ACBE si concluzia reciprocei.

I O OBSERVATIE I e RO U I TP CERUCOIPOO .

Inaltimile DF si CE impart trapezul in trei parti, un dreptunghi
si doua triunghiuri. Observam ca, in cazul trapezului isoscel,
cele doua triunghiuri sunt congruente. Asadar segmentele AF si
BE sunt congruente. Lungimea acestora este egala cu jumatate
din diferenta lungimilor bazelor.

Scrieti relatia matematica a propozitiei anterioare.

o®%0000000000000000000000
.

B
00 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

Observatia anterioard ne
sugereaza o metodda de con-
structie a unui trapez isoscel:

®ecccccc00000000000000000”

: am demonstrat ca unghiu-
rile alaturate bazei mari sunt
© congruente. Discutati la nive-
¢ lul clasei o strategie de lucru
¢ pentru a demonstra cd si un-
¢ ghiurile alaturate bazei mici
" sunt congruente.

In problema anterioars,

- 0
...................................

construim baza mare AB pe t f F——
< . A F g B A F
care marcam punctele F si E,

1

|
e B

I
* ES
I I
| | L
E B A F k

astfel incat AF < FB si AF = EB. In cele doua puncte construim cu linie intreruptd, de aceeasi parte a drep-
tei AB, perpendicularele FD si EC pe AB, astfel incat FD = EC. Obtinem ABCD trapez isoscel.

Explicati ce se modifica in cazul in care AF > FB.

Intr-un trapez isoscel, diagonalele sunt congruente.

Ipoteza: ABCD trapez, AB || CD,AD = BC (<A = <B)
Concluzie: AC=BD
Demonstratie: Folosind cazul de congruenta LUL se demon-

streazd cd AABC = ABAD (demonstrati), de unde rezulta ca AC = BD.
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CAPITOLUL 4

Ipoteza:
Concluzie:
sau <A = <B)

Demonstratie: Construim indltimile CE L AB,
E e ABsiDF 1 AB, F € AB, DF = CE;
ADBF = ACAE (CI) (demonstrati), deci <DBF = <CAE;

Daca intr-un trapez diagonalele sunt congruente, atunci trapezul este isoscel.

ABCD trapez, AB || CD,AC=BD
ABCD trapez isoscel (AD = BC

|
|
A F

ADBA = ACAB (demonstrati congruenta) implica AD = BC.

. IMPORTANT .. - w ACTIVITATE PRACTICA XTI e e e e P T PSP e, .

-

a.<BAD =70° <BCD = 100°
b. <ABC = 120°, <ADC = 50°
c. DA 1 AB, 4B = 30°.

~ Trapezul isoscel are 0 axa : Decupati dintr-un carton un Dp: N G
¢ de simetrie, mediatoarea co- : : trapez isoscel si indoiti-1 astfel —\\
* munad a celor doua baze. © incat varfurile bazei mari sa \
..................................... « coincida. Punctele M si N sunt \
mijloacele celor doua baze, iar 5 — ===\
. MN este mediatoarea bazelor. M
B () EXERSATI T T P R PP PP PP PP OO LOLP P TP
1. Consideram un trapez ABCD, AB || CD. Completati tabelul urmator:
Ipoteza: Concluzie:

<JADC=7? <ABC="?
<BAD =?,<BCD =?
<JADC =7 <DCB =?

2. Desenati trapezul, in fiecare dintre cazurile:
¢ a.ABCD,AB || CD,AB =5cm, <B =50°, BC=4cm
: siCD=2cm;

. b. MNPQ, MN || PQ, <M = 90°, <N = 60°,
i MN =6cm i NP = 4 cm;
: ¢. DEFG isoscel, DE || FG, <D = <E = 60°,

: DE=7cmsiDG=3cm.

¢ 3.Intrapezul CDEF, CD || EF, «DEF = 65°. Atunci:
: i. Baza mare a trapezului este:

a)CD; b)DE; c¢)EF; d)FG;

ii. Masura unghiului CDE este egala cu:

a)110°% b)115°% c¢)120° d)125°%

: iii. Masura unghiului CFE este egald cu:

a)60°% b)65°% ¢)70°% d)nusepoatedetermina.

4. Fie trapezul ABCD, AB || CD, punctele M si N
mijloacele laturilor AD, respectiv BC, iar punc- :
tele P si Q reprezinta intersectia lui MN cu diago-
nala AC, respectiv cu BD. Calculati: :
a. MNsi PQ,daca AB=12cmsi CD = 8cm;

b. DC si PQ,daca AB = 14cm si MN = 10 cm;
c.ABsi CD,dacda MN = 15cm si PQ = 7 cm. :
d. Lungimile bazelor, stiind ca acestea sunt ex- :
primate prin numere naturale pare consecutive,
iar lungimea liniei mijlocii este 13 cm. :

5. In triunghiul ABC, cu AC = 24 cm, consideram
punctele: M mijlocul lui AB, N mijlocul lui BC, P :
mijlocul lui AM si Q mijlocul lui CN. Calculati:
a. lungimea segmentului PQ, daca AC = 24 cm;

b. lungimea laturii AC, daca PQ = 15 cm.



(3 EXERSATI [RECCCIEICEIARIS

: 6.Intrapezul ABCD, AB || CD, <A = 50° si <B = 40°,
. iar E este situat pe latura AB astfel incat CE || AD.
: a. Calculati masurile unghiurilor BCD si ADC.

¢ b. Demonstrati ca EC L BC.

c. Daca M, N si P sunt mijloacele segmentelor AD,
: BC, respectiv EC, demonstrati ca cele trei puncte
: sunt coliniare, precum si formula lungimii liniei
mijlocii a trapezului (folosind lungimea lui MP si
alui PN).

7. In dreptunghiul ABCD, punctele M si N sunt
situate pe latura DC astfel incat DM = NC si

DM < %C. Demonstrati cd ABNM este trapez isoscel.

: 8. In trapezul dreptunghic MNPQ, MN || PQ,
<M =90°, MN = 12cm i PQ = 5Scm.

¢ a.Daca <N = 45°, calculati lungimea laturii MQ.
: b.Daca <N = 60°, calculati lungimea laturii NP.

: 9. In trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD, <A =
= 90° lungimea bazei mici CD este 5 cm, iar tri-
: unghiul ABC este echilateral.

: a. Calculati lungimea bazei mari.

: b. Daca AE, E € BC, este mediana triunghiului
ABC, iar CF, F € AD, este bisectoarea unghiului
: ACD, aratati ca AECF este trapez dreptunghic.

: 10. In patratul ABCD, AC N BD = {0} si E si F sunt
simetricele punctului O fata de punctul A, respec-
: tiv B. Demonstrati ca EFCD este trapez isoscel.

11. Calculati masurile unghiurilor unui trapez
: isoscel, ABCD, AB || CD, stiind ca:

P a.<9A=70% b.<C=130% c.<D=2-<A;

¢ d. <B are masura cu 40° mai mica decat masura <C.

12. Consideram trapezul isoscel ABCD, AB || CD
: si punctul E, situat pe baza mare AB, astfel incat
Bse afld intre A si E, iar BE = CD. Aratati ca ACAE
este isoscel.

13. Fie trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB > CD si
: punctul E, simetricul punctului D fatd de dreapta
: AB. Demonstrati ca: a. AE || BC; b. BE || AC.

14. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB > CD,
punctul E este situat pe latura AB astfel incat
CE=AD.Demonstrati ca AECD este paralelogram. :

15. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, fie M € AB
si N € AC. Demonstrati cd BCNM este trapez isos- :
cel in fiecare dintre situatiile: :
a. M mijlocul laturii AB si N mijlocul laturii AC;

b. MN || BC; c.AM = AN.
16. In figura alaturata, OAB si . : :{‘\H

OCD sunt triunghiuri dreptun- A
ghice isoscele, iar punctele A,
O si C sunt coliniare. Demon-
strati ca: a. B, O si D sunt coli-
niare; b.AB| CD; c.ABCD trapez isoscel.

17. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD si AB < CD, :
punctele E si F sunt mijloacele laturilor AD, re-
spectiv BC, iar M € CD este piciorul perpendi- :
cularei din B pe CD. Demonstrati cd DMFE este
paralelogram. :

18. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, punctul :
O este punctul de intersectie al diagonalelor. De- :
monstrati ca: :
a. triunghiurile OAB si OCD sunt isoscele.

b. triunghiurile OAD si OBC sunt congruente.

19. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, <B = 60° si
AD = DC = CB = 4 cm. Paralela prin Cla AD inter-
secteaza AB in punctul E. :
a. Demonstrati ca triunghiul CEB este echilateral.
b. Calculati lungimea laturii AB.

c. Demonstrati ca AC L CB.

20. In triunghiul ABC, cu AB < AC, punctele M, N :
si P sunt mijloacele laturilor AB, BC, respectiv AC,
iar AD, D € BC, este inaltime. Demonstrati ca:

a. DM = NP; b. MPND este trapez isoscel.

21. Desenati un trapez isoscel si prelungiti latu-
rile neparalele pana ce acestea se intersecteaza. :
Ce fel de triunghi obtineti? Explicati cum se :
poate desena un trapez isoscel pornind de la un
triunghi isoscel desenat!



CAPITOLUL 4

PERIMETRE SI ARII
...................................................................................

v/ Ati invatat in clasa a V-a despre perimetre si arii.
: e Perimetrul unui poligon a fost definit ca suma lungimilor laturilor sale. :
: e Aria reprezinta o masura a suprafetei, care arata de cate ori se cuprinde o anumita unitate de :
masura in acea suprafata.
v" Pentru poligoanele studiate pana in prezent, cunoasteti:
: A :

E 7 e A i \ i E

E ABCD phitrat - . E

: A= iy LN - =AY e LD replunighi

N = P‘=-\l'l‘ f k L= :
S p=1- (1

DA ! B g J - . - :

v Tinand cont de definitia congruentei a doua figuri geometrice (sunt congruente dacad, prin supra- :
punere, ele coincid), putem afirma: Dacd doud triunghiuri sunt congruente, atunci ele au aceeasi arie. :

oo voeese

»
......................................................................................................................

PARALELOGRAMUL

In paralelogramul ABCD construim DE L AB, E € AB si DF 1 BC, F € BC.
Avand in vedere ca AB || DC, obtinem ca ED L DC; cu alte cuvinte, DE este o
perpendiculara comuna a celor doua laturi AB si DC.

Aratati cd DF este o perpendiculara comuna a celor doua laturi AD si BC.

Se numeste indltime in paralelogram segmentul determinat de un varf al parale-
logramului si piciorul perpendicularei duse din acel varf pe dreapta suport a uneia
dintre laturile care nu contin varful.

.

. IMPORTANT 3 - S |NV'!'|V|| .......................................... .

% Perimetrul unui paralelogram este egal cu dublul sumei

vt P F 1 BCFeB C’v DF este : lungimilor a doua laturi consecutive ale acestuia:
. inalfimea corespunzatoare la- :  : |, —2.(a+b)

: turii BC . K paralelogram

Din varful D al paralelo- +% Aria unui paralelogram este egala
: gramului ABCD se pot con- : : cu produsul dintre lungimea unei la- :
¢ strui doua inaltimi: ¢ ¢ turi si lungimea unei indltimi cores- 5
: *DE 1 AB, E € AB, DE este : . punzatoare laturii:
¢ inaltimea corespunzatoare : =a-h=b-h :
. .. . o paralelogram a b .
© laturii AB; ;



In paralelogramul ABCD consi-
deram inaltimile DE L AB, E € AB
si DF L BC, F € BC. Stiind ca AB =
=12cm, BC=10cm si DE = 8 cm,
calculati perimetrul si aria paralelo-
gramului si lungimea inaltimii DF.

EXERSAM iIMPREUNA

A E 8

Rezolvare.
P,,.,=2-(AB+BC)=44cm;A, =AB-DE=>A,__ =96cm?

iar aria paralelogramului poate fi exprimata sicaA,,. = BC- DF,

'ABCD
deci 96 = 10 - DF = DF = 9,6 cm.

TRIUNGHIUL

M ) ACTIVITATE PRACTICA §

Desenati pe un carton un :

]
[ ]
p. 7
.r [
y £
# 1
i ]
L) ~. E - {E)
i g

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

: paralelogram ABCD si inal- :
. timea DE L AB, E € AB. De- :
: cupati-l, apoi decupati din el :
triunghiul ADE. Pozi‘giona‘gig
: triunghiul ADE astfel incat :
¢ latura AD sa se suprapuni la- :
* turii BC. Ce legatura este intre *
: aria paralelogramului initial :
: siaria figurii obtinute?

Oricare dintre diagonalele unui paralelogram imparte paralelogramul in doua triunghiuri congruente.

Putem afirma astfel ca:

Aria oricarui triunghi dintre cele doua astfel formate este jumdtate din aria paralelogramului.

In paralelogramul ABCD, EXERSAM M PREU NA
DE 1 AB,E € AB, AB =12 cm si
DE = 8 cm. Ce rol joaca AB si DE in
paralelogram? Dar in triunghiul DAB? % 3.
Calculati aria paralelogramului si aria
triunghiului DAB.

Rezolvare. . £ 4
A,p,=AB-DE=A . =96cm?
ADAB=ABCD = A, =A, =A, . :2=48cm>
Putem exprima aria triunghiului DAB astfel: A, ,, = AB éD E

- SA INVTM! .......................................... )

¢ Aria unui triunghi este egala cu jumatate din
¢ produsul dintre lungimea unei laturi si lungimea
. inaltimii corespunzdtoare acesteia:

P4, =BCAD

F,
_AC-BE _AB-CF
AABC 5 ="—>— sau A =

2 AABC 2

sau AAABC

B
..............................................................................

: congruente.

Decupati

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

N ) ACTIVITATE PRACTICA §

dintr-un car- :
: ton patru triunghiuri drept-
unghice (dar nu si isoscele) :
Pozitionati-le, :
¢ doua cate doud, astfel incat :
. triunghiurile din fiecare pe- :
reche sa aiba in comun cate
. 0 cateta — in prima pereche, :
cateta de lungime mai mare,
:in a doua pereche, cea de :
¢ lungime mai mica. Noile tri- :
* unghiuri obtinute sunt con- :
: gruente? Au ele aceeasi arie? :
: Formulati o concluzie!

»
.
.
»
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CAPITOLUL 4

B, . .
;- LAIFOE0 g In cazul triunghiului dreptunghic ABC,

In orice triunghi, produsul <A = 90° cateta CA este inaltimea corespun-
- dintre lungimea unei laturi 5} zatoare laturii (catetei) AB, deci aria se ex-
si lungimea inaltimii cores- |  prima: AAABC=%' Asadar: A 8

¢ punzatoare este constant,

© adica lungimile laturilor unui . SA INVATAM! )

¢ triunghi sunt in- :
i vers proportiona-
¢ le cu lungimile
. inaltimilor cores-
: punzdtoare:

ca-h=b-h=c-h.

"o vesrevevevevervrseveerseseererer &

. DESCOPERITI N in triunghiul dreptunghic EXERSAM iM PREU NA

¢ Aria unui triunghi dreptunghic este
EE egala cu jumatate din produsul lungimi-
lor catetelor. A %

triunghi dreptunghzc - 2

ABC, <A = 90°, construim inal-
timea AD 1 BC, D € BC. Stiind ca
AB=6cm,AC=8cmsiBC=10cm,

: v Generalizand problema
© rezolvata alaturat obtinem:
: AB-AC _ BC-AD

2 - 2 = calculati aria triunghiului si lungimea
AD=AB-AC 5% inaltimii AD.
BC Cot : ’ AB - AC .
v Asadar, intr-un triunghi : Rezolvare. ,,,.===5—= A er B
: dreptunghic lungimea inalti- : Apppe = 24 cm?.
mii corespunzitoare ipotenu- Exprimdm aria triunghiului folosind ipotenuza si indltimea
zei este egala cu raportul din- corespunzdtoare A, . = BC '2AD si, inlocuind valorile cunoscute,
 tre produsul lungimilor cate- obtinem: 24 = 194D s Ap - 4 g cm.
. telor si lunglmea 1p0tenuze1 ’
RO M B UL A

Consideram rombul ABCD din figura alaturata; punctul O este intersectia celor doua di-
agonale. Cele patru triunghiuri dreptunghice de varf O si ipotenuze laturile rombului sunt <

. A o o o . o
congruente, iar suprafetele lor, impreuna, acopera toata suprafata rombului.
_ _ _ _AO-BO, _ _2-A0-2-BO _AC-BD
.AAAOB _AAAOD _AACOB _AACOD st AAAOB - 2 .AABCD 4 .AAAOB - 2 -2 -
c

¢ Saobservam in rombul din desenul alaturat cele doua inaltimi construite i
v din varful D. Deoarece AADE = ACDF (demonstrati!), obtinem DE = DF.

Asadar, in romb, lungimile inaltimilor construite din acelasi varf

¢ sunt egale si reprezinta distanta dintre dreptele suport ale laturilor opuse.

:  Notand cu ! lungimea laturii rombului si cu h lungimea inaltimii: A_ , =
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. SA INVATAM!
. H . .

% Aria unui romb este egala cu jumatate din
d-d
produsul lungimilor diagonalelor: A —~= —5—,

unde d, si d, sunt lungimile diagonalelor

% Perimetrul unui romb este de patru ori lun-
gimea uneilaturi: P, =4 - [, unde [ este lungimea
laturii.

.
MR T «

TRAPEZUL

IMPORTANT

¢ Rombul este un caz par-
¢ ticular de paralelogram, deci :
: pentru calculul ariei unui :
¢ romb se foloseste si formula :

¢ generala de calcul a ariei ori-
. carui paralelogram.

.
e svevessessevessesssssvseveserese .

Suprafata trapezului din figura alaturata este impartita de cele doua inaltimi, DE si CF, in doua supra-

fete triunghiulare si una dreptunghiulara.
e DEFC este dreptunghi: DE = CF si DC = EF;

_AE - DE _ . _ CF-FB
° AADAE - 2 ADEFC =DE - EF si AACFB -2
. ’I‘nsuménd’ Obtinem: AABCD _ AE-DE+2 - D2E -EF + CF - FB

e Daca tinem cont de congruentele DE = CF si DC = EF obtinem:

A _DE-(AE+2-EF+FB) DE-(AE+EF+FB+CD) DE-(AB+CD)
ABCD 2 = 2 = ) .

. SA INVATAM!
. H . 0
:

.
fr]

: Aria unui trapez este egala cu jumatate

: din produsul dintre suma lungimilor baze-

¢ lor si lungimea inaltimii:

! B+b)-h . .
e = i, unde B si b sunt lungi- ]
rapez 2 >

. mile bazelor si h este lungimea inaltimii.

ersssmczsnsaszsnazset

.
..............................................................................

. ;:) ATENTIE =~ JEEEEEETOTEEIRRRTIIPRRRRIREEI PRI .

Despre doua figuri geometrice care au aceeasi arie spunem ca :
. sunt echivalente. :

. o
..............................................................................

M \) ACTIVITATE PRACTICA JEIES i e e o e r PR RN

D o

|
|
|
!_1
F

M ==

. IMPORTANT .

Aria unui trapez este pro-
¢ dusul dintre lungimea liniei

- DESCOPERITI .

Construiti o diagonala in
© trapez si colaborati cu colegii

mijlocii si lungimea inaltimii. :

.

¢ pentruada o alta demonstra- :

" tie a formulei ariei acestuia!

. .
® evevevevsesssvrsIsIsILISISTIIIIOIYTTY O

........................................

Formati echipe si desenati un romb cu latura de 5 cm, astfel incat masura unghiului ascutit al

f: rombului sa fie: la o echipa 40, la a doua echipa 50 si asa mai departe. Una dintre echipe va desena
¢ un patrat cu latura de 5 cm. Calculati si comparati ariile figurilor desenate (la romb desenati si masu-

rati indltimea). Formulati o concluzie si argumentati-o!

..................................................................................



CAPITOLUL 4

1. Calculati perimetrul si aria unui:

a. dreptunghi, cu lungimile a doua dintre laturi
egalecu8cmsi 12 cm;

b. patrat, cu lungimea laturii de 8 cm;

c. romb, cu lungimea diagonalelor de 12 c¢m si
16 cm (aplicati teorema lui Pitagora pentru cal-
culul lungimii laturii rombului).

2. Perimetrul unui paralelogram este 30 cm, iar
una dintre laturi are lungimea de 6 cm. Calculati
lungimile tuturor laturilor paralelogramului.

3. Asociati fiecdrei litere din coloana A numarul
corespunzator din coloana B:

ABCD A B Perimetrul
dreptunghi: lui ABCD

AB=3C1‘n, a. 1. 24 cm
BC=5cm

AD = 4cm, b. 2. 20 cm
AB =2AD

AB=2Bc, c. 3. 18cm
AD =0,6dm 4, 16 cm
AB=5cm, d.

BC = 80%din AB 5| ldcm

4. Calculati aria unui patrat, stiind ca perimetrul
acestuia este 24 cm.

5. Un patrat si un dreptunghi au ariile egale, iar
latura patratului are lungimea egala cu 8 cm.
Calculati perimetrul dreptunghiului, stiind ca
lungimea acestuia este de 4 ori mai mare decat
latimea.

6. Desenati:

a. trei dreptunghiuri, cu aria de 20 cm? (fiecare)
si cu perimetre diferite;

b. trei dreptunghiuri, cu arii diferite, fiecare din-
tre ele cu perimetrul de 20 cm;

c. doua triunghiuri dreptunghice necongruente,
cu aria de 12 cm? (fiecare);

P Ty ey

CIEET

...........................................................

............................................................

d. trei triunghiuri, oricare doua necongruente, cu
aria de 20 cm? (fiecare);
e. trei figuri geometrice diferite, cuariade 16 cm? :
(fiecare). :

7. Desenati trei dreptunghiuri diferite si un pa- :
trat, fiecare dintre ele cu perimetrul egal cu :
28 cm. Calculati ariile figurilor desenate si ordo-
nati valorile obtinute crescator.

8. Calculati aria unui:
a. paralelogram, cu lungimea uneilaturide 10 cm :
si lungimea inaltimii corespunzatoare de 6 cm;
b. triunghi, cu lungimea unei laturi de 9 cm si :
lungimea inaltimii corespunzatoare de 6 cm;
c. romb, cu lungimea laturii de 6 cm si lungimea :
unei indltimi de 4 cm;
d. trapez, cu lungimile bazelor de 10 cm$i 0,7 dm :
si lungimea inaltimii de 4 cm. :

9. in paralelogramul ABCD, cu AB = 9 cm §i AD = :
= 6 cm, construim inaltimile DE L AB,E € AB si :
DF 1 BC, F € BC. Stiind ¢i DE = 4 cm, calculati:
a. aria paralelogramului ABCD;

b. lungimea segmentului DF.

10.In paralelogramul ABCD,AB =8 cm,BC =6 cm
si <BAD = 30°. Calculati aria paralelogramului.

11. In paralelogramul ABCD, AD = 6 cm, <BAD =
= 45° iar diagonala BD este congruenta cu latura
BC. Calculati aria paralelogramului.

12. In triunghiul ABC consideram inaltimile
BD, D € ACsi CE, E € AB. Stiind cd AB = 10cm,
AC =9 cmsiBD = 8 cm calculati:
a. aria triunghiului ABC;

b. lungimea segmentului CE.

13. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, conside- :
ram mediana AM, M € BC. Stiind ca AB = 10 cm, :
BC = 12 cm si AM = 8 cm, calculati: :
a. AAABC; :
b. lungimea inaltimii corespunzatoare laturii AC. :
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14. Consideram triunghiul dreptunghic ABC,
<A =90°,AB=12cmsi AC = 5cm.

a. Demonstrati ca BC = 13 cm.

b. Calculati perimetrul si aria triunghiului.
c.Daca AD 1 BC, D € BC, calculati lungimea lui AD.

15. In triunghiul ABC, BC = 7cm, AB = 4cm si
<B = 30°. Calculati lungimea inaltimii corespun-
zatoare laturii BC si aria triunghiului.

16. Consideram triunghiul ABC si mediana AM,
M € BC a acestuia. Demonstrati ca triunghiurile
ABM si ACM au aceeasi arie (sunt echivalente).

17. Calculati aria rombului ABCD, stiind ca are
lungimea laturii egald cu 12 cm si <A = 150°.

18. In trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD,
<A =90° se considera CE 1L AB, E € AB. Stiind ca
AB=12cm, CD = 0,(6) - AB si CE = 5 cm, calcu-
lati aria trapezului ABCD, aria triunghiului BEC
si cat la suta din aria patrulaterului AECD repre-
zinta aria triunghiului BEC.

19. Consideram trapezul isoscel ABCD, AB || CD,
in care <C = 45°, AB =6 cm si CD = 14 cm. Calcu-
lati lungimea inaltimii si aria trapezului.

20. In trapezul dreptunghic ABCD, AB | CD,
<A =90° se stie ca <B =30°,AB=11cm,BC = 4
V3 cm si CD = 5 cm. Calculati lungimea inaltimii
si aria trapezului.

*e

N \) ACTIVITATE PRACTICA [STISISTIIITTITorIreuspon

: In figura alaturata dreptele a si b sunt paralele. Calculati ariile triun-
. ghiurilor ABC si A’B’C’. Ce constatati? Dar daca punctul A’ se indepar-
. teazd de punctul A, cum se modifica aria triunghiului ?

Veti observa cum, prin indepartarea lui A’ de A, perimetrul triunghiu-

lui creste si totusi aria lui ramane aceeasi!!!

S0 00000 00000000000000000000000000000000006000000000000800000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s00ssss’

21. In trapezul dreptunghic ABCD, AB | CD,
<A =90° se stie ca <B =60°,AB=12cm,AD =5

V3 em si CD = 7 em. Calculati lungimea laturii BC :

si aria trapezului ABCD.

22. Demonstrati ca suma distantelor de la un
punct situat in interiorul unui triunghi echilate-
ral la laturile triunghiului este egala cu lungimea
unei inaltimi a triunghiului.

23. Demonstrati ca, oricum am alege un punct
in interiorul bazei unui triunghi isoscel, suma
lungimilor distantelor de la un astfel de punct
la laturile congruente ale triunghiului dat este
constanta.

33 m

24. Folosind infor-
matiile prezentate
pe desen, calcu-
lati perimetrul si
aria suprafetei re-
prezentata sche-
matic in figura
alaturata.

In timpul rezolvarii este posibil sa fie necesar
sd va reamintiti Teorema lui Pitagora.

Jlm

3 m

40

............................................................

.
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CAPITOLUL 4

1. Un patrulater are masurile a trei dintre unghiuri numere naturale consecutive, iar al
patrulea, unghi drept. Aratati ca doua dintre unghiurile patrulaterului sunt congruente.

2. In patrulaterul ABCD, AB = BC si CD = DA. Demonstrati ca AC L BD si faptul ca BD este
bisectoare a unghiului ABC.

Ati observat probabil faptul ca patrulaterul ABCD are proprietdti comune cu rombul.
Discutati la nivelul clasei si identificati cel putin doud conditii suplimentare care sd con-
duca, fiecare dintre ele, la concluzia ca ABCD este romb.

3. In patrulaterul convex ABCD masurile unghiurilor A, B, C si D sunt direct proportionale
cu numerele 2, 4, 6 respectiv 8.

a. Demonstrati ca masura unghiului A este 36°.

b. Daca bisectoarea unghiului ADC intersecteaza latura AB in punctul E, demonstrati ca:
i. AD = DE; ii. patrulaterul BCDE este paralelogram.

4. Un perete in forma de dreptunghi are lungimea de 3,6 m si inaltimea de 2,4 m. Calculati
cate placi de faianta, in forma de patrat cu latura de 40 cm, sunt necesare pentru a acoperi
in intregime peretele.

5. In dreptunghiul ABCD punctul O este punctul de intersectie al diagonalelor AC si BD.
a.Dacd AB = 7 cm si BC = 0,5 dm, calculati perimetrul dreptunghiului.

b. Stiind ca AB =6dm si BC = %AB, calculati perimetrul dreptunghiului.

c. Aflati lungimea laturii AB, stiind ca este jumatate din lungimea laturii AD si perimetrul
dreptunghiului este 18cm.

d. Dacd AO = 4 cm, calculati AC + BD.

6. Un paralelogram are lungimea unei laturi de 18 cm si lungimea inaltimii corespunza-
toare laturii de 8 cm. Calculati latura unui patrat cu aria egala cu cea a paralelogramului.

7. Aratati ca un paralelogram in care masura unui unghi este egald cu media aritmetica a
masurilor altor doua unghiuri este dreptunghi.

8. Consideram paralelogramul ABCD astfel incat mediatoarele laturilor AB si BC contin
punctul D. Demonstrati cd ABCD este romb.

9. In triunghiul ABC, AM este mediana, M € BC, AM = 8 cm si BC = 10 cm. Paralela prin
B la AM intersecteaza dreapta AC in punctul N, iar paralela prin C la AB intersecteaza AB
in punctul P. Demonstrati ca patrulaterul BCPN este paralelogram si calculati perimetrul
acestuia.

10. In paralelogramul ABCD latura AB este mai mare decat latura CD. Punctul M apartine
laturii AB astfel incat BM = BC, iar punctul N este situat pe prelungirea laturii DA, dincolo
de A, astfel incat DN = DC. Demonstrati ca punctele N, M si C sunt coliniare.

11. Consideram <AOB si <AOC, doua unghiuri adiacente suplementare si punctele M si N,
proiectiile punctului A pe bisectoarele lor. Demonstrati ca:
a.MN=A0 b.MN || BC(sau BO ar fi mai simplu, sau AO)

12. In paralelogramul ABCD, <A < 90°, se construiesc DM L AB,M € ABsi BN L CD, N € CD.
Demonstrati ca AM = NC si DMBN este dreptunghi.

PROBLEME RECAPITULATIVE



13. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, AD, D € BC, este indltime si BE, E € AC, este bisectoare, iar
AD n BE = {0}. Punctul M este piciorul perpendicularei duse din punctul E pe latura BC. Demonstrati ca:
a. AAEO este isoscel; b. AEMO este romb.

14. In exeriorul paralelogramului ABCD, <A < 90°, construim patratele ABMN si BCDE. Demonstrati ca
BD = ME.

15. Bisectoarele unghiurilor A si B ale paralelogramului ABCD se intersecteaza intr-un punct M, situat pe
latura DC.

a. Demonstrati ca triunghiul DAM este isoscel.

b. Demonstrati ca triunghiul AMB este dreptunghic.

c. Daca AD = 8 cm, calculati perimetrul paralelogramului ABCD.

16. Bisectoarele unghiurilor unui paralelogram se intersecteaza, doua cate doug, in punctele A, B, Csi D.
Demonstrati ca cele patru puncte sunt varfurile unui dreptunghi.

17. In pralelogramul ABCD, AB > AD, bisectoarea unghiului A intersecteaza latura CD in punctul M, iar bi-
sectoarea unghiului D intersecteaza latura AB in punctul N. Demonstrati ca patrulaterul ADMN este romb.

18. In exteriorul triunghiului oarecare ABC se construiesc patratele ABMN si ACDE. Punctul P este mijlo-
cul laturii BC, iar punctul Q este piciorul perpendicularei din A pe EN. Demonstrati ca:
a. BE=CN; b. BE L CN; c. punctele P, A si Q sunt coliniare.

19. In trapezul ABCD, AB || CD, AB > CD, punctele E si F sunt picioarele perpendicularelor construite din
A, respectiv B, pe dreapta CD. Demonstrati ca mijloacele segmentelor AE, AD, BC si BF sunt patru puncte
coliniare.

20. Punctele D, E si F sunt mijloacele laturilor AB, AC, respectiv BC, ale triunghiului ABC. Punctul M este
simetricul punctului C fata de punctul D, iar punctul N este simetricul punctului F fata de punctul E. De-
monstrati ca:

a. MACB este pralelogram;  b. AN = BF; c. punctele M, A si N sunt coliniare.

21. In exteriorul patratului ABCD se construiesc triunghiul dreptunghic isoscel ABM, <M = 90° si triun-
ghiul echilateral DCN. Demonstrati ca punctele M, N si O sunt coliniare, unde O este punctul de intersectie
al diagonalelor patratului.

22. Punctele E si F sunt situate pe diagonala AC a paralelogramului ABCD, astfel incat AE = EF = FD.
Punctul O este intersectia diagonalelor paralelogramului, {M} = DE N AB si {N} = BF n DC. Demonstrati ca:
a. DEBF este paralelogram,;

b. punctele M, O si N sunt coliniare;

c. punctul M este mijlocul segmentului AB.

23.In patratul ABCD, AB = 12 cm, punctul M este situat L Zem e
pe latura AB astfel incat MB = 2AM, iar punctul N este el ) ; ',
mijlocul laturii CD. Calculati aria trapezului AMND si 1 \ | : [ /
aria triunghiului NMB. bl . \

. it : 3 -3
24. Observati desenul alaturat. Folosind informatiile 1M £

din figura, stabiliti care dintre suprafetele colorate in Ll N T
diverse culori are aria cea mai mica. Yl \ ol
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(4 TESTUL 1

Completati cu raspunsul corect.

1. Intr-un patrat diagonalele sunt..... Si.......

2. Patrulaterul cu doua laturi paralele si doua neparalele se numeste.......

3. Paralelogramul cu un unghi drept poate fi..... sau....... .

4. Daca un paralelogram are diagonalele perpendiculare, atunci el poate fi....... sau......

5. Trapezul in care una dintre laturile neparalele este perpendiculara pe baze se numeste......

6. Segmentul care uneste mijloacele laturilor neparalele ale trapezului se numeste....... .

7. Daca un patrulater are doua laturi opuse paralele si congruente, atunci el este....... .

8. Daca un trapez are unghiurile alaturate uneia dintre baze congruente, atunci el este.......

9. Intr-un paralelogram, punctul de intersectie al diagonalelor se afl la.... fiecarei diagonale.

10. Intr-un trapez, lungimea liniei mijlocii este egala cu.......

11. Drepunghiul in care diagonalele sunt perpendiculare este...... .

12. Intr-un trapez isoscel, diagonalele sunt.......

13. Intr-un paralelogram, orice doua unghiuri consecutive sunt....... .

14. Intr-un triunghi lungimea liniei mijocii este egala cu....... .

15. Daca un romb are un unghi drept, atunci el este....... .

16. Daca un patrulater are trei unghiuri cu masura de 90°, atunci el este....... .

17. Daca un dreptunghi are doua laturi alaturate cu aceeasi lungime, atunci el este....... .

18. Dacd un paralelogram are un unghi drept si diagonale perpendiculare, atunci el este........
Barem: fiecare problemd se puncteazd cu 0,5p. Oficiu 1p.

(4 TESTUL 1

1. In triunghiul ABC consideram un punct oarecare M situat pe latura BC. Paralela prin M

la AC intersecteaza latura AB in punctul P, iar paralela prin M la AB intersecteaza latura

AC in punctul N.

a. Demonstrati ca patrulaterul APMN este paralelogram.

b. Demonstrati ca <BPM = <CQM.

c. Demonstrati cd, daca AM este bisectoarea unghiului BAC, atunci AM L PN.

d. Daca, in plus, triunghiul ABC este isoscel, AB = AC = 15cm, calculati perimetrul pa-

trulaterului APMN.

2. In triunghiul oarecare ABC, AM este mediand, M € BC, iar punctul D este simetricul

punctului A fata de punctul N. Demonstrati ca:

a. patrulaterul ABDC este paralelogram;

b.2-AN < AB+ AC.

3. In dreptunghiul ABCD, punctul M este mijlocul laturii AB, iar punctele E si F sunt mijloa-

cele segmentelor MC, respectiv MD.

a. Demonstrati ca patrulaterul DFEC este trapez isoscel.

b. Demonstrati ca patrulaterul AFEB este trapez isoscel.

c. Daca punctul N este intersectia dreptelor AF si BE, demonstrati ca N este mijlocul laturii DC.
Barem: 1. 4p. 2. 2p. 3. 3p. Oficiu 1p.



CAPITOLUL 5

COARDE SI ARCE IN CERC, PROPRIETATI

v Fiind dat un punct O si un numar pozitiv r, se numeste cerc de centru O si :
razd r multimea punctelor din plan (P) situate la distanta r fata de O. A

Notam: C(O,r) ={M € P | OM = r} si citim ,cercul de centru O si raza r”.

Segmentul care uneste centrul cercului cu un punct al cercului se numeste :
razd. Prin razd intelegem si lungimea acestui segment. f

v Altfel spus: "Cercul este figura geometrica alcatuita din toate punctele din
plan care sunt la aceeasi distanta fata de un punct fix, numit centru”.

v Doua cercuri cu raze egale sunt congruente. :

e interiorul cercului - swteriosl errratid e diametru: coarda care
IntC(O,r): multimea punctelor M, 7 contine centrul cercului;
din plan, pentru care OM < r; e capetele unui diametru se
» exteriorul cercului — Ext- numesc puncte diametral opuse;
C(O,r): multimea punctelor N, e lungimea unui diametru
din plan, pentru care ON > r; este dublul lungimii razei si

e disc de centru O si raza r: reprezinta coarda de cea mai :
multimea D(O,r) = C(O,r) U IntC(O,r). mare lungime a unui cerc. Discutatila nivelul cla- :
e coardd: segment cu capetele pe cerc; sei, formuland justificarea afirmatiei anterioare! :
o . - C :

v" Dacad A si B sunt doua puncte distincte de pe cercul C(O, 1), care nu i :
sunt diametral opuse, atunci: H/" .

e 4AOB (unghi cu varful in centrul cercului) se numeste unghi la { et
centru, |
e arcul mic AB, notat AB: multimea punctelor de pe cerc situate in ' —"
interiorul unghiului <AOB; V\h
« arcul mare AB, notat AB sau ACB (vedeti desenul): multimea punc- -
telor de pe cerc situate in exteriorul unghiului <AOB; :
» coarda AB este corespunzdtoare arcelor determinate de punctele A si B, dar si arcul AB cores- :
punde coardei AB; :
e masura arcului mic AB este egala cu masura unghiului la centru corespunzator;
e masura arcului mare cu capetele in A si B este egala cu diferenta dintre masura cercului, de 360°, :
si masura arcului mic AB : ACB = 360°-AB;
* doua arce de cerc de pe acelasi cerc sau de pe cercuri congruente sunt congruente daca au ace- :
easi masura: AB=CD < AB = CD;
* daca A si B sunt diametral opuse, atunci cele doua arce de cerc formate se numesc semicercuri,
* iar <AOB este unghi alungit.
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CAPITOLUL 5

v Desenati un cerc cu centrul O si raza de 4 cm, precum si EXERSAM IMPREUNA
punctele A, B, C, D si E apartinand cercului, astfel incat: <AOB = 70°,
BC = 40°, B € AC (arcul mic), CD = 100°, C € BD, DE = EA, cu E pe arcul
mic AD. Demonstrati ca punctele C si E sunt diametral opuse si faptul cz
punctul A este mijlocul arcului BE.

Rezolvare. <AOB = 70° = AB = 70°. Pentru a putea desena punctul E,
calculim mai intai masura arcului DA: DA = 360°~ AB - BC - CD = 140°=
DE = EA = 70°% <COE = <COD + <DOE = 180°, deci CE = 180°, iar punctele
C si E sunt diametral opuse; EA = AB = 70°, deci punctul A este mijlocul ar-
cului mic BE.

v/ In cercul de centru O si raza r din figura aliturata consideram punctele
A, B, Csi D astfel incat AB = CD. Ce puteti spune despre unghiurile AOB si COD?
Dar despre triunghiurile AOB si COD?

Rezolvare.

AB=CD= AB=CD= <AOB = <COD, deci cele doua unghiuri sunt congruente.
OA=0C LUL

<4AOB = <COD | ——=AAOB = ACOD

OB=0D

Intr-un cerc, sau in cercuri congruente, daca doua arce de cerc

D
A
3 ~ B
sunt congruente, atunci coardele corespunzatoare sunt congruente. ‘
o

Ipoteza: A,B,C,D e C(O,r),AB=CD
Concluzie: AB=CD
Demonstratie: AAOB = ACOD = AB = CD.

Intr-un cerc, sau in cercuri congruente, daca doua coarde sunt con-
gruente, atunci arcele de cerc corespunzatoare sunt congruente.

Demonstrati singuri Reciproca Teoremei 1, folosind aceleasi triun-
ghiuri, dar cu alt caz de congruenta.

Proprietatile triunghiului isoscel determina urmatoarea proprietate a cercului:

Intr-un cerc, diametrul perpendicular pe o coarda intersec-
teaza coarda si arcele de cerc determinate de coarda in mijloa-
cele acestora.

Ipoteza: A,Be C(O,r), ED diametru, ED L AB, ED n AB ={C}

Concluzie: AC=CB,AD =DB, AE=EB

Demonstratie: OC este inaltime in AOAB isoscel (OA = OB =),
deci este si mediana si bisectoare; OC mediana = AC = CB;

Demonstrati singuri celelalte congruente.
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v’ Pe cercul de centru O EXERSAM 'iM PREU NA
consideram doua puncte distincte,

A si B (care sa nu fie diametral opus
precum si punctul C, ca fiind mijloc
dintre arcele determinate de punctele A
Demonstrati ca:

a. triunghiul CAB este isoscel,

b. dreapta OC este mediatoarea segmen-
tului AB.

Rezolvare.

a. AC = BC si, conform teoremei 1, AC = BC, deci triunghiul
CAB este isoscel.

b. CA = CB si, conform proprietatii punctelor de pe mediatoa-
rea unui segment, punctul C apartine mediatoarei segmentului
AB; OA = OB (raze ale cercului), deci si punctul O apartine medi-
atoarei segmentului AB. Punctele O si C fiind distincte, obtinem
ca dreapta OC este mediatoarea segmentului AB.

Folosind proprietati ale triunghiurilor si cercului, discutati si
argumentati alte strategii de rezolvare a punctului b.

CAPITOLUL 5

M O OBSERVATIE .

: Inbaza Teoremei 2, medi- :
¢ atoarea unei coarde dintr-un
: cerc trece prin centrul cercu- :
¢ lui si prin mijloacele arcelor
: de cerc (mic si mare) cores- :

.

. DESCOPERITI

:  Unpatrulater care are dia- :
. gonalele perpendiculare (asa :
cum este si patratul sau rom-
» bul) se numeste patrulater :
. ortodiagonal.  Patrulaterul :
© AOBC, din problema alatu- :
! rata, este un patrulater con- :
: vex ortodiagonal. Stabiliti :
: daca patrulaterul AOBCpoate :
¢ fi romb! In caz afirmativ, pre- :
* cizati masura arcului micAB. '

» 0
.
D R R I R T R T T T R R R IR RO R U R I IR R e Y

.
.

Daca doua coarde ale unui cerc sunt paralele, atunci arcele

de cerc cuprinse intre ele sunt congruente.
Ipoteza: A,B,C,D € C(O,r), AB || CD
Concluzie: AC = BD

v' Consideram doua coarde EXERSAM iMPREUNA
congruente, AB si CD, intr-un cerc

de centru O, ca in figura alaturata.
Construim perpendicularele ON pe /
OM pe CD. Demonstrati ca AOAN = AODM.

Rezolvare. Conform Teoremei 2, N este
mijlocul coardei AB, iar M este mijlocul coar-
dei CD; cum AB = CD, obtinem AN = DM;

AN=DM|_ (I

OA = OD ——=AOAN = AODM

Demonstratie: Construim diametrul perpendicular pe coarde
si, conform Teoremei 2, MC = MD si MA = MB, si, cum AC =
=MC - MA, respectivBD = MD - MB, se obtine concluzia teoremei.

0

. DESCOPERITI

; Concluzia ramane adeva-
¢ ratd daca cele douad coarde au
un punct comun?

Pot avea cele doua coarde
. distincte acelasi mijloc? Ar- :
¢ gumentati? Dar in cazul in :
. care coardele nu sunt con- :
. gruente? Explicati! ‘



CAPITOLUL 5

centrul cercului.

Daca doua coarde ale unui cerc sunt congruente, atunci ele sunt egal departate de

Ipoteza: A,B,C,D € C(O,r), AB=CD
Concluzie: d(0,AB) = d(O,CD)
Demonstratie: AOAN = AODM = ON =

OM, deci d(0,AB) = d(O,CD).

Daca doua coarde ale unui cerc sunt egal departate de centrul cer-
cului, atunci coardele sunt congruente.

Demonstrati singuri Reciproca Teoremei 4, folosind aceleasi triun-
ghiuri, dar cu alt caz de congruenta.

. .
.

1. Punctele distincte A, B si C apartin unui cerc,
astfel incat AB = BC = CA. Ce fel de triunghi este
ABC?

2. Punctele distincte A, B, C si D apartin unui
cerc astfel incat AB = BC = CD = DA. Ce fel de
patrulater este ABCD?

3. Consideram AB si CD doua coarde ale unui
cerc de centru O. Stiind ca d(0,AB) = d(0O,CD),
demonstrati ca AB = CD.

4. Punctele A, B, C si D apartin unui cerc de cen-
tru O, astfel incat AB este diametru, <ABC = 70°
si coardele AD si BC sunt congruente.

a. Calculati masura unghiului BOC si a arcului AD.
b. Exista o asezare pe cerc a punctelor astfel
incat CD sa fie semicerc? Explicati.

N
Y

6. Punctele A, B, C, D, E si F sunt situate pe un
cerc de centru O astfel incat AB = CD si coardele
AB si EF se afla la aceeasi distanta fata de punc-
tul 0. Demonstrati ca AB = CD = EF.

5. In figura alaturata cele
doud cercuri sunt concen-
trice, iar punctele A, B, Csi D
sunt coliniare. Demonstrati
ca AB = CD.

7. Intr-un cerc de centru O construim doud dia-
metre oarecare AB si CD.

a. Demonstrati ca AC=BD sid(0,AD) = d(O,BC).
b. Exista o pozitie particulara a celor doua di-
ametre pentru care lungimea coardei AD este
egald cu lungimea razei cercului? Explicati.

c. Demonstrati ca patrulaterul ACDB este drept-
unghi. Poate fi el romb? Dar patrat? Dar trapez?
Explicati.

8. Consideram un cerc de centru O si diametru
AB. Punctele D si E apartin unuia dintre semicer-
curile determinate de diametrul AB astfel incat
AD = DE=EB.

a. Calculati masura arcului DE si mdsura unghiu-
lui AOD.

b. Demonstrati ca triunghiul ODE este echilateral.

.

.

.

c. Demonstrati c& distantele de la punctul O la :

coardele AD si BE sunt egale.
d. Demonstrati cd ABED este trapez isoscel si calcu-
lati perimetrul lui, stiind ca raza cercului este 5 cm.

9. Punctul A este situat in interiorul unui cerc de
centru O. Desenati o coarda in cerc al carei mij-
loc sa fie punctul A.

Explicati etapele de constructie facute si for-
mulati la nivelul clasei concluzii care sprijina
invatarea.

...........................................................

»
.



CAPITOLUL 5

.

.

c

WA

10. In cercul din figura alatu-
rata nu este marcata pozitia
centrului. Explicati cum putem
determina centrul cercului,
folosind cele doua coarde de-
senate. Reluati rezolvarea E
problemei in cazul in care cele doua coarde de-
senate sunt paralele.

11. Intr-un cerc cu centrul in punctul O, AB este
un diametru, iar CD este o coarda astfel incat
CD 1 AB.

a. Demonstrati ca triunghiul ACD este isoscel.

b. Demonstrati ca BC = BD.

c. Stabiliti daca exista o pozitie a coardei CD ast-
fel incat patrulaterul ACBD sa fie patrat.

12. Segmentele AB si CD sunt diametre in
C(0,6 cm), iar d(0,AC) = 3 cm.

a. Determinati d(O, BD).

b. Calculati lungimea coardei AD.

c. Demonstrati ca distanta de la O la AD este
egala cu jumatate din lungimea coardei AC.

...........................................................

13. Coardele AB si CD ale unui cerc cu centrul in
O sunt paralele. Stiind ca <AOB = 100° si <BOC =
55°, calculati:

a. masura arcului AD;

b. masura unghiului COD.

14. Segmentul MN este un diametru in cercul de
centru O, iar AB si CD sunt doua coarde perpen-
diculare pe acesta, cu A si D de aceeasi parte a
dreptei MN.

a. Demonstrati ca BC=AD sid(0,AD) =d(0,BO).
b. Dacg, in plus, punctele B, O si D sunt coliniare,
demonstrati ca si punctele A, O si C sunt colini-
are siAB = CD.

DESCOPERA

In contextul problemei 14. pe care tocmai ati
. rezolvat-o, pornind de la desenarea mai multor
¢ cazuri, studiati si argumentati ce fel de patrula-
¢ ter determina punctele A, B, C si D, daca AB si
CD sunt doua coarde paralele ale unui cerc.

tevsnoaue T P T A R N T A I T A AP R T AT I A

.
Sassansassssssssssssene

P
- .
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CAPITOLUL 5

UNGHI INSCRIS IN CERC

Un unghi cu varful pe cerc, ale carui laturi includ doua coarde ale cercului, se nu-
meste unghi inscris in cerc.

i v Pentrusimplificareaex- |
: primarii, vom spune ci la- : ¢  Unghiul BAC din figura alaturatd este un :

turile unghiurilor inscrise in ¢ unghi inscris in cerc. Arcul BC (colorat pe

: cerc sunt coarde sau diame- : ¢ desen) este cuprins intre laturile unghiului.

: tre atunci cand, in realitate, : Mai spunem si ca unghiul BAC corespunde

¢ ¢ arcului BC.

laturile contin coarde, re- :
. spectiv diametru. : et tererttre et e ettreataeettaetaaearteetenaaaehtheenenrarenernans o
: v Inproblema alaturati se :
stabileste o relatie intre ma-
¢ sura unghiului inscris in cerc :
¢ simdsuraarcului cuprinsintre

cesee

: laturile luj, in cazul in care : Refaceti pe caiete desenul EXERSAM IMPREUNA
. una dintre laturile unghiului : alaturat, corespunzator cercului de

: este diametru al cercului. : centru O si raza 4 cm, precum si

Studiati desenele urma- unghiul BAC, inscris in cerc, astfel i

: toare si colaborati la nivelul : sd fie diametru al cercului. Exprimati 11

clasei pentru a demonstra sura unghiului BOC in functie de masura

: ca relatia este adevirata si : unghiului BAC. Ce relatie intre masura un- c
atunci cand laturile sunt ghiului BAC si masura arcului BC se poate

coarde (dar nu diametru). deduce?

: a s Rezolvare. Triunghiul OAB este isoscel, <OAB = <OBA,
§* ol iar unghiul BOC este unghi exterior triunghiului, deci <BOC =
: © = <4OAB + <OBA = 2 - 4<0AB; cum masura <BOC este egala cu
.ﬂ .ni masura BC, obtinem ca <BAC = BTC (masura unghiului este juma-
. tate din masura arcului de cerc cuprins intre laturile sale).

' Masura unghiului inscris in cerc este jumatate din masura arcului cuprins intre
“ - laturile sale.



CAPITOLUL 5

Pe C(O,r) consideram punctele EXERSAM iMPREUNA = NE AMINTIM! .

A, B, Csi D (vezi figura alaturata),
astfel incat BD este diametru si <AC

Calculati: masura arcului AB cup
intre laturile unghiului ACB, masura un-
ghiului ADB si masura unghiului BAD.

Rezolvare. AB = 2 - <ACB = 80°;
<ADB = AB : 2 = 40° BCD este un semi-
cerc, deci <BAD = 180° : 2 = 90°.

© Inclasa a Vl-a ati invatat
: ca orice triunghi se poate
inscrie intr-un cerc (varfu-
. rile triunghiului sunt puncte :
ale cercului). In acest caz,
: despre cerc spunem ca se :
numeste cercul circumscris
. triunghiului, iar centrul lui :

cse

este punctul de intersectie :

. al mediatoarelor laturilor

N O IMPORTANT R uniuumnnnnes triunghiului.

v Desenati un triunghi in-

v" Un unghi inscris intr-un cerc care corespunde unui se- scris intr-un cerc si, folosind = :
: micerc este unghi drept. ¢ ° teorema unghiului inscrisin
v Doua unghiuri inscrise intr-un cerc care corespund cerc, demonstrati proprieta-
© aceluiasi arc de cerc sunt congruente. ¢! tea: Suma mdsurilor unghiu-

Pe C(O,r) consideram punctele EXERSAM iMPREUNA
A, B, Csi D (vezi figura alaturata)
care determina patrulaterul ABCD.

) DESCOPERITI

- Nu toate patrulaterele se :
: pot inscrie intr-un cerc. Dis- :

Demonstrati ca: P © cutati la nivelul clasei care :
a. <BAD + <BCD = 180°; / . dintre patrulaterele particu- :
b. 4BAC = <BDC. . - ! lare studiate se pot inscrie
___Rezolvare. <BAD = BCD :2 si <BCD = \ . intr-un cerc. Pentru fiecare
BAD: 2,deci <BAD + <BCD = 360°: 2 = 180°. . dintre ele precizati pozitia

Unghiurile BAC si BDC au acelasi arc de ‘ . centrului cercului circum- :
cerc cuprins intre laturile lor, deci sunt congruente pentru ca ' scris. Formulati intr-un tabel :
amandoud au masura jumatate din masura aceluiasi arc de cerc. concluziile! :

B D IMPORTANT T LTI

v Un patrulater cu varfurile pe un cerc se numeste patrulater inscris in cerc. in
aceste caz spunem ca cercul este circumscris patrulaterului.

v/ Intr-un patrulater inscris intr-un cerc unghiurile opuse sunt suplementare.

v Intr-un patrulater inscris intr-un cerc unghiurile, in pereche, formate de
diagonale cu doua laturi opuse, sunt congruente. Observati desenul anterior si
scrieti perechile de unghiuri congruente!
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CAPITOLUL 5

: 1. Referitor la desenul aliturat, precizati:

P a. un unghi inscris in cerc, , B
1 D

: corespunzator arcului mic

: BD; ¢
* b. arcul de cerc corespunza- ﬁ
: tor unghiului CDE; £

c. doua unghiuri congruente.

2. Unghiul ABC este inscris intr-un cerc de cen-
: tru O. Bisectoarea unghiului intersecteaza cer-
¢ cul a doua oard in punctul M. Demonstrati ca
P AM=CM (coarde congruente).

: 3. Consideram un cerc de centru O si punctele A,
B, Csi D situate pe acesta, astfel incat AB = 140°.
Calculati masurile unghiurilor ACB si ADB in fie-
care dintre situatiile:

: a.Punctele Csi D suntde aceeasi parte a dreptei AB.
. b. Punctele C si D sunt de o parte si de alta a
dreptei AB.

4. Triunghiul ABC este inscris intr-un cerc de cen-
tru O. Stiind ca «BAC = 80° si AC = 80°, calculati
* masurile BC, ABC, AOC.

: 5. Intr-un cerc de centru O consideram punc-
tele A, B, C si D, in aceasta ordine, notate in sen-
: sul mersului acelor de ceasornic, astfel incat
AB =70° BC = 40°si CD = 160"

a. Calculati masurile unghiurilor patrulaterului
. ABCD.

¢ b. Determinati doud unghiuri cu masura de 80°.

: 6. Triunghiul ABC este inscris in cercul de cen-
tru O. Calculati masurile unghiurilor triunghiu-
¢ lui, stiind cd masura arcului mic AC este dubla
masurii arcului mic BC, iar masura arcului mic
: AB este cu 40° mai micd decat mdsura arcului
¢ mic BC.

7. Triunghiul ABC este ascutitunghic si este in-
: scris intr-un cerc de centru O, iar punctul D este
diametral opus punctului B.

............................................................

a. Justificati faptul ca punctul D apartine arcului
mic AC.

b. Dacd <B = 65° calculati masura unghiului
ADC.

8. Intr-un cerc de centru O, AB este un diametru,
iar punctul C este mijlocul unuia dintre semicer-
curile determinate de punctele A si B. Calculati
masurile unghiurilor triunghiului ABC.

9. In cercul de centru O consideram diametrele
AB si CD astfel incat <ABD = 40°. Calculati masu-
rile arcelor de cerc mici AD, BC, DB si AC.

10. In triunghiul ABC, <A = 50° si <B = 70°. Bi-
sectoarele unghiurilor B si C intersecteaza cercul
circumscris triunghiului in punctele M, respectiv
N. Calculati masurile: MB, MAN, BCN si <MBA.

11. In triunghiul ABC, <B = 55° si <C = 65°.
Inaltimea unghiului A intersecteaza cercul cir-
cumscris triunghiului in punctul M. Calculati
masurile: MB, MC si MBA.

12. Patrulaterul ABCD este inscris intr-un cerc de
centru 0. Notam cu M, N, P si Q mijloacele arce-
lor mici AB, §5, CD, respectiv DA. Demonstrati ca
dreptele MP si NQ sunt perpendiculare.

13. In figura alaturata se ob- 4
serva un unghi, BAC, cu var-

ful in exteriorul unui cerc,

ale carui laturi contin doua
coarde ale cercului. Folosind
faptul ca unghiul BDC este B
unghi exterior triunghiului

ADB, demonstrati cd <BAC = (BC - DE): 2.

14.Unghiul BAC din figura ala- D
turatd are varful situat in inte-
riorul cercului. Gasiti o relatie
intre masura unghiului BAC si
masurile arcelor de cerc BC si
DE colorate pe desen.
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CAPITOLUL 5

TANGENTE DINTR-UN PUNCT EXTERIOR LA UN CERC

B I NE AMINTIV! PP .

Consideram un cerc C(O,r) sidreptele a,bsic:
v Spunem ca dreapta a se numeste secantd a cercului daca intersecteaza cercul
in doua puncte distincte. Dreapta a este secanta cercului daca d(0,a) <.

: v Spunem ca dreapta b se numeste tangentd cercului daca
dreapta si cercul au un singur punct comun, numit punct de tan-
genta. Dreapta b este tangentd cercului daca d(0,b) = r. Tangenta :
la un cerc este perpendiculara pe raza cercului construitd in punctul de tangenta :

\ (OA L b, unde A este punctul de tangenta). e

v Folosindu-va de proprietatea distantei de la un punct la \
dreaptd, argumentati ca A este singurul punct comun al dreptei cu cercul. Formu- io

' lati apoi o reciproca! ",I

v Spunem ca dreapta ¢ se numeste exterioard cercului daca dreapta si cercul \
© nu au niciun punct comun. Dreapta c este exterioard cercului daca d(O,c) > r. :

A T T T T T T T T T T T T T T T i T T T T i T R T T T T T T T i T T T T T i T i T T T T T T T T i T T T i T T T T T T T T T i T T T T i T T T i TR T R T T T T T T TR T T T T TR T TR T TR TR TR TR TR TR TR TN

Consideram cercul C(O,r) si EXERSAM IMPREUNA
punctul A, exterior acestuia. Construim

cercul de diametru OA, care intersecteaz
cercul initial in punctele Csi D. Unghiul €
lea cerc, arcului ODA, care este un semicer
alte cuvinte, OC L AC, deci dreapta AC este o tangenta la C(O, r) si,

urmand acelasi rationament, si dreapta AD este tangenta la C(O,r).

::q. : . . g . =
H Dintr-un punct exterior unui cerc se pot construi doua tangente la acel cerc.

Fie A un punct exterior unui cerc C(O,r) si AC si AD o
tangentele duse din punctul A la cerc. Atunci:

a. AC = AD (segmentele AC si AD sunt congruente);

b. semidreapta (OA este bisectoarea unghiului COD; /

c. semidreapta (AO este bisectoarea unghiului CAD; o

d. dreapta OA este mediatoarea segmentului CD. D
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i Folosind congruenta triunghiurilor dreptunghice si proprietati ale cercului studiate, discutati si :
¢ argumentati o strategie de demonstratie a teoremei. Ce legatura este intre teorema si proprietatea

punctelor de pe bisectoarea unui unghi (studiata in clasa a VI-a)?

M ) ACTIVITATE PRACTICA NN 3= NE AMINTIVI! SRS .

Desenati un cerc de raza
: 2 cmsi un patrulater cu toate
¢ laturile tangente la cerc (cir-
. cumscris cercului). Compa-
rati desenele intre voi. For-
: mulati concluzii privind tipul
: patrulaterului. Poate fi para-
: lelogram? Dar dreptunghi?
Dar romb? Dar pdtrat? Dar tra-
: pez? Masurati fiecare, cu rigla
gradata, laturile si calculati
. perimetrul patrulaterului de-
senat. Comparativalorile obti-
: nute. Formulati o ipoteza pri-
: vind tipul patrulaterului cu
. perimetrul de lungime mi-
nima. Discutati posibile stra-
tegii de validare a ipotezei!

In clasa a VI-a ati invatat cd in
. orice triunghi se poate inscrie un
: cerc (laturile triunghiului sunt
' tangente cercului). In acest caz,
despre cerc spunem ca se nu-
© meste cerc inscris in triunghi, iar
centrul lui, notat de regula I, este
punctul de intersectie al bisectoarelor unghiurilor triunghiului.
Referitor la imaginea alaturatd, exprimati aria triunghiului :
in functie de ariile triunghiurilor IAB, IAC si IBC si argumentati :
modul in care se obtine formulaA,, . .= p - r, unde p este semipe-
rimetrul triunghiului, iar r este raza cercului inscris. :

.
............................................................................

Laturile patrulaterului ABCD
sunt tangente la un cerc. Demonstra
ca AB+ CD = BC + AD.

Rezolvare.

AE = AF, BF = BG, CG = CH si DE = DF
conform teoremei tangentelor la cerc;
AB+CD = (AF+FB) +(CH+ HD), iar
BC+AD = (BG+GC) +(AE + ED) si, ti-
nand cont de egalitatile anterioare, se ob-
tine concluzia.

R R oo oo s

“
-------------------------------------

1. Consideram unghiul BAC cu masura de 60°. 2. Laturile AB, BC si AC ale triunghiului ABC sunt
¢ a. Cate cercuri tangente la laturile unghiului se  tangente la un cerc in punctele M, N respectiv P.
pot desena? Unde se afla centrele lor? a.Dacda AM =7 cm,BN =5cmsi CP = 8 cm, calcu-
¢ b. Explicati modul in care desenati cercul curaza  lati perimetrul triunghiului. :
. de lungime 4 cm, tangent la laturile unghiului. .
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b. Daca AB = 10cm, BC = 12cm si AC = 14cm,
: calculati lungimile segmentelor BM, CN si AP.

c. Daca perimetrul triunghiului este egal cu
34 cm, iar BC = 11 cm, calculati lungimile tan-
gentelor din punctul A la cerc.

3. Consideram triunghiul ABC si cercul de cen-
tru I inscris in triunghi. Punctul M este punctul
de tangenta al laturii BC cu cercul. Demonstrati
cd, dacd punctele A, I si M sunt coliniare, atunci
triunghiul ABC este isoscel.

4. Punctele M, N si P sunt punctele de intersectie
ale laturilor AB, BC, respectiv AC, ale triunghiu-
lui ABC cu cercul inscris in triunghi. Demonstrati
: ca, daca N este mijlocul laturii BC, atunci triun-
¢ ghiul ABC este isoscel.

5. Triunghiul echilateral ABC este inscris in cer-
cul de centru O. Tangentele la cerc in punctele A
si C se intersecteaza in punctul D. Demonstrati
ca patrulaterul ABCD este romb.

............................................................

.
M e Y P P TR

....................................................................................

TEOREMA CIOCULUI DE PASARE

Observati desenul aldturat si cautati
similitudini cu teorema studiata in ca-
drul lectiei anterioare. Se justifica de-
numirea ,teorema ciocului de pasare”,
cu care este intalnita uneori?

6. Pe cercul de centru O consideram punctele A si :
B, astfel incat <AOB = 100°. Calculati masura un- :
ghiului ascutit dintre tangenta la cerc in punctul :
A sicoarda AB.

7. In cercul de centru O consideram coarda AB si
tangenta la cerc AM. Demonstrati cd masura un-
ghiului MAB este egala cu jumatate din masura
arcului AB, cuprins intre laturile unghiului. :

8. Fie cercul C(0, 1) si punctele A si B apartinand :
acestuia, astfel incat <AOB = 90°. Tangentele la :
cerc in punctele A si B se intersecteaza in punctul :
C. Demonstrati ca patrulaterul OACB este patrat.

9. Pe cercul C(O,r) consideram punctele A, B si C,
astfel incat AB este diametru. Construim drep-
tele a, b si ¢, tangente la cerc in punctele A, B si
respectiv C, sifieanc={M}sibnc={N}. :
a. Demonstratica a || b. :
b. Stabiliti ce fel de patrulater particular este pa-
trulaterul AMNB. Analizati toate cazurile posibile.
c. Demonstrati cd masura unghiului MON este :
egala cu 90°. :

.
«

.
.
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POLIGOANE REGULATE INSCRISE INTR-UN CERC

. DESCOPERITI )

.

In raport cu explicatia pri-

¢ vind etimologia cuvantului
poligon (gr.: polys = multe si
¢ gonos = unghi), dati exemple
© de situatii reale in care se uti-
¢ lizeaza. Discutati si explicati
sensul utilizarii acestuia in
« situatiile pe care le-ati identifi-
cat. Va incurajam sa folositi si
¢ internetul pentru aceasta sar-

.
.
.

132

cina de lucru!

Exceptand triunghiul si
patratul, numele celorlalte
poligoane se formeaza folo-

sind denumirea in latind a
numerelor, urmate de sufixul

gon (laturad in greaca veche):
pentagon (poligon cu cinci
laturi), hexagon (poligon cu
sase laturi), heptagon (poli-
gon cu sapte laturi) ...

.

Peessce

R = NEAMINTIM! S unun e .

Pana acum ati stu- D_:- S -
diat proprietatile a : -
doua tipuri de poli- 1 i
goane, triunghiul - po-
ligonul cu trei laturi .

8 A i B

si patrulaterul - poli-
gonul cu patru laturi. Dintre acestea, triunghiul echilateral si
patratul au doua proprietati comune, care le diferentiaza de
celelalte tipuri de poligoane: fiecare are laturile, respectiv un-
ghiurile congruente.

Un poligon convex care are toate laturile si, respectiv, toate unghiurile congruente
se numeste poligon regulat.

Desenati un cerc de centru O
sirazd 3 cm si 5 unghiuri
in jurul unui punct, congruente, toa
varful in centrul cercului.

Folosind proprietati ale cercului,
monstrati ca laturile pentagonului ABCDE
sunt congruente. Calculati masurile un-
ghiurilor pentagonului si justificati faptul
ca ABCDE este un pentagon regulat. Preci-
zati ce informatie din enuntul initial nu a
fost folosita. Discutati la nivelul clasei si formulati o concluzie cu
aspect de generalizare!

EXERSAM iIMPREUNA

SA INV'[M! ..........................................

.

.

..1rl\l\l\l\lll\l

Impartind un cerc in n arce de cerc
congruente (n 2 3) si construind coar-
dele corespunzatoare acestora, obtinem
un poligon regulat (cu n laturi). Centrul
cercului circumscris poligonului regulat
se numeste centrul poligonului regulat.
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Observati figura alaturata si colaborati la nivelul clasei pentru a formula
raspunsuri la urmatoarele intrebari sau cerinte:

v Ce procedeu se poate folosi pentru a imparti cercul in arce congruente?

v’ Care este masura unui arc de cerc dintre cele n, daca n = 6? Dar daca
n = 10? Dar dacd n = 30? Formulati o concluzie privind cazul general.

v' Care este masura unui unghi al poligonului cu 6 laturi? Dar cu 10 la-
turi? Dar cu 30 de laturi? Formulati o concluzie privind cazul general. :

v Explicati de ce arcul de 7° nu poate corespunde unei laturi a unui poligon regulat. Dati si alte
exemple si formulati concluzii care sprijina invatarea! :

v' Afirmatia urmatoare este adevarata: Orice poligon regulat este convex (conform deﬁmtlel)
Exista poligoane care sa aiba toate unghiurile egale si toate laturile egale, dar care sa fie concave? i
Discutati la nivelul clasei si formulati argumente. Formulati concluzia corecta. '

0
.......................................................................................................................

R +¢ Orice poligon regulat se poate inscrie intr-un cerc. 1o 3) - T
. %% Madsura unghiului unui poligon regulat cu n laturi (n 2 3) este egala cu Hf

'.5 % Suma masurilor unghiurilor unui poligon regulat cu n laturi (n > 3) este egala cu

i
@ (n-2)- 180"

. SA INV'[M! .................................................................................... )

Orice poligon regulat este inscriptibil (se poate inscrie intr-un cerc). Cercul in care este inscris po- :
ligonul este cercul circumscris poligonului.
Exista o diferenta de sens intre cuvintele pereche inscris—inscriptibil, respectiv circumscris—

* circumscriptibil. Consultati profesorul de limba romana pentru a intelege corect sensul gramatical!

Hexagonul regulat ABCDEF exersint ivpreuni TR & DESCOPERITI 5

este inscris intr-un cerc de centru
OsirazaR.

a. Calculati masurile unghiurilor h
nului.

b. Demonstrati ca lungimea laturii hexago-
nului este egala cu lungimea razei cercului.

¢ Priviti la desenul hexago-
¢ nului regulat. Centrul hexa-
: gonului este si centrul sau de
. simetrie. Discutati intre voi si
stabiliti valoarea de adevar a

Ny : . . afirmatiei:
Rezolvare: a. Masura unui unghi este : L )
. (6-2)180° Orice poligon regulat ad-
egald cu ———5——=120% . mite centru de simetrie.
b. Triunghiul OAB este isoscel, iar masura unghiului AOB este

egald cu 60°, asadar triunghiul este echilateral si deci AB = OA = R.
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Constructia hexagonului regulat inscris intr-un cerc de razd cunoscutd:
Proprietatea particulara a hexagonului regulat, demonstrata in aplicatia ante-
rioara, respectiv egalitatea lungimii laturii cu raza cercului, sugereaza urmatoarea
- metoda de constructie a unui hexagon regulat inscris intr-un cerc dat:
: v construim cercul si marcam un punct A pe acesta;
© ¥ pastrand deschiderea compasului egala cu raza cercului si pozitionand var-
ful compasului in punctul A, marcam punctul B pe cerc;
v’ mutam varful compasului in B si repetam procedeul pana obtinem punctul F;
v’ poligonul ABCDEF este hexagon regulat.

I & DESCOPERITI
> = T .
. .

Discutati la nivelul clasei si argumentati:
a) Cum putem folosi trei dintre punctele desenate in aplicatia anterioara, :
pentru a construi un triunghi echilateral inscris in cercul dat?
b) Cum, folosind rigla negradata si compasul, putem construi hexagonul re-
gulat prin doar 2 pozitionari ale varfului compasului pe cerc? :
c) In clasa a VI-a ati invatat sa construiti mediatoarea unui segment, cu rigla
negradata si compasul. Explicati cum se poate construi, cu rigla negradata si :
compasul, un patrat inscris intr-un cerc dat. :

. Se numeste apotema a unui poligon regulat segmentul ce uneste
' centrul poligonului cu mijlocul unei laturi.

Lungimea apotemei reprezinta distanta de la centrul poligonului
@Y g0 laturd a acestuia.

RO EXERSATI R R TR TR TR LRI )

¢ 1. Dati exemplu de: ale cercurilor, demonstrati ca ABC este un poli-
¢ a. patrulater cu laturi congruente, dar care nu  gon regulat. :

. este poligon regulat; 3. Determinati masurile unghiurilor unui poli- :
¢ b. patrulater cu unghiuri congruente, darcarenu  gon regulat cu: :
: este poligon regulat. a.5laturi; b.8laturi; c.12laturi; d.15laturi. :

2.Desenati un segment AB sidoua cercuricucen- 4. Determinati numarul de laturi ale unui poli-
¢ trele in punctele A si B, cu lungimea razei fieca-  gon regulat, stiind ca masura unui unghi al aces- :
rui cerc egala cu lungimea segmentului AB. Daca  tuia este egala cu: :
. notam cu C unul dintre punctele de intersectie ~ a.140°% b.157°30; c.165°% d.168°.
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. 5. Desenati cu rigla negradati si compasul un
. triunghi echilateral, un patrat si un hexagon
© regulat inscrise intr-un cerc cu raza de 4 cm si
evidentiati apotemele acestora. Realizati cate un
. desen pentru fiecare poligon.

6. Discutati la nivelul clasei strategia de rezolvare
. aurmatoarei probleme: perimetrul unui poligon
© regulat este egal cu 80 cm, iar apotema acestuia
© este 10 cm. Calculati aria poligonului. Comparati
« ideile pe care le aveti, formulati concluziile potri-
© vite si formulati o problema similara.

B 5 STIATICA.? RN

In figura aldturata se observa un capac de borcan cu ajutorul caruia am
desenat conturul unui cerc pe o coald de hartie. In cercul desenat am in-
scris un triunghi dreptunghic, pornind de la varful corespunzator unghiu-
lui drept, ca punct de pe cerc, apoi, construind din acel punct o coarda ca
prima cateta si o a doua coarda perpendiculara pe prima; am putut astfel
masura diametrul cercului (justificati!). Am masurat conturul capacului
(lungimea cercului) cu ajutorul unui metru de croitorie si am realizat im-
partirea dintre lungimea conturului si lungimea diametrului.

Pentru ora urmatoare, realizati acasa acest experiment pentru corpuri
care permit desenarea unor cercuri de diferite raze si completati tabelul

pentru fiecare masuratoare:

CAPITOLUL 5

............................................................

7. Demonstrati cd in orice poligon regulat se poate
inscrie un cerc. Unde este centrul sau? Cine este
raza cercului inscris? Formulati concluziile sub
forma unor enunturi care sa intareasca invatarea.

8. Desenati un cerc de centru O si raza R = 4cm
si hexagonul regulat ABCDEF inscris in cerc. De-
monstrati ca:

a. patrulaterul ABCO este romb;

b. patrulaterul ABCD este trapez isoscel;

c.AC L CD;

d. patrulaterul ABDE este dreptunghi.

Lungime contur Lungime diametru

Rezultatul impartirii cu 2 zecimale dintre lungimea

circular cerc desenat conturului si lungimea diametrului
271 cm 8,6 cm 3,15 (pentru desenul alaturat) :
? .

..............................................................

Un exemplu al ,perfectiunii naturii” este fagurele
de miere, produs de albine, care este format din hexa-

goane regulate:

.
............................................................
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LUNGIMEA CERCULUI SI ARIA DISCULUI

Folosind tabelul obtinut acasa in urma realizarii aplicatiei practice de la finalul lectiei anterioare, com-
parati intre voi rezultatele notate pe ultima coloana. Comparati aceleasi rezultate cu numarul 3,14.

Daca masuratorile si calculele voastre au fost realizate cu acuratete (acceptand faptul ca orice masu-
ratoare este aproximativa, depinzand de procedee si de instrumente), ati gasit faptul ca raportul dintre
lungimea unui cerc si diametrul cercului este aproximativ acelasi pentru toate cercurile. Acest raport con-
stant se noteaza cu m (citim pi), are valoarea aproximativa egala cu 3,14159... si este un numar irational.

. SA INVATAM!
. ¥ - -
. .
:

Litera greceasca m a fost ¢« Formula lungimii si a ariei cercului
utilizatd, pornindu-se de la : Lungimea unui cerc de raza r este egala cu produsul dintre
cuvantul grecesc,,mepipetpoc”,

‘ N L . ¢ dublul lungimii razei si constantam: L, = 2mr.
perimetros (in romana: peri- :

metrw), mai intai de William Aria unui disc de raza r este datd de formula: A, = mr.

Jones in 1707, dupa care no- . % Tinand cont de modul in care se defineste constanta m,

tatia a fost popularizata de noténd cu L lungimea unui cerc de raza r, obtinem m = %, .‘
Leonhard Euler in 1737 : echivalent cu L = 2. :

Desenati un cerc de centru O si razd r = 6 cm, precum si punctele
A, B si C, astfel incat AB este diametru si AC = 60°. Calculati:
a. lungimea cercului, lungimea semicercului AB, precum si lungimea arc
de cerc mic AC, exprimand rezultatele cu ajutorul constantei m;
b. aria discului de centru O si raza r, precum si aria suprafetei delimitate dé
zele OA si OC si de arcul mic AC (sector de cerc — zona colorata), exprimand rezul-
tatele cu ajutorul constantei 1.
c. Aproximati lungimea cercului si aria discului, la zecimi, prin adaos.

Rezolvare.
a.L, =2-1m-6=12mcm,; lungimea unui semi- b. A = - 62 = 36mcm?, iar pentru aria sectoru-
cerc este jumatate din lungimea cercului lui de cerc corespunzator arcului mic AC aplicam
L,,=6mcm. din nou regula de trei simpla:
Pentru a calcula lungimea arcului de cerc mic AC 360°%......ounn. 36m
aplicam o regula de trei simpla: 60°%. ., A .
360°%.......iall 12m siobtinem A =6mncm?

60°%. ... L, c. Folosind aproximarea la trei zecimale m~ 3,141,

siobtinem L, = 2mcm. obtinemL  ~377cmsiA, ~113,1cm?
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...... Se numeste sector de cerc, multimea punctelor situate in interio-

rul unui cerc, delimitata de doua raze si de arcul de cerc determinat

' i de cele doua raze. A

' Referitor la desenul alaturat, spunem ca sectorul de cerc cores-

------ : punde unghiului la centru AOC, sau arcului de cerc AC. c

Discutati la nivelul clasei si deduceti o formula pentru calculul lungimii unui arc de _ﬂ
cerc, precum si pentru calculul ariei unui sector de cerc, atunci cand cunoastem masura |
arcului si lungimea razei cercului.

1. Calculati, exprimand rezultatele cu ajutorul con-
stantei 1, lungimea si aria unui cerc cu raza de:
a.5cm; b.8cm; c.2,5dm.

9. Doua cercuri concentrice au razele de 9 cm si
14 cm. Calculati aria suprafetei situate in exte-
riorul cercului cu raza de 9 cm, dar in interiorul
cercului curaza de 14 cm. S — c

2. Calculati cu aproximatie la zecimi (folosind
m ~ 3,14) lungimea si aria unui cerc cu raza de:
a.4cm; b.7cm; c. 3,5dm.

10. In figura aldturati, ABCD
este patrat cu latura de 12 cm,
iar arcul BD corespunde un-
ghiului la centru BAD din cer-
cul cu centrul A si raza AB.
Calculati aria suprafetei hasurate, aproximand
rezultatul la sutimi (folositi in calcul t~ 3,14).

3. Aflati raza unui cerc, stiind ca lungimea sa
este egala cu:
a.18mcm; b. 20,8 dm;

S
A B
c. 7,6mm.

4. Conturul unui iaz perfect circular a fost masu-
rat cu ajutorul unei rulete si s-a obtinut valoarea
aproximativa 75,4 metri. Care este, cu aproxima-
tie la intregi, raza iazului?

11. Dintr-un carton in forma o —
de patrat, ABCD, cu latura de L
16 cm, se decupeaza un disc
de suprafatd maxima (discul a FE S
inscris in patrat) - vezifigura |~ 'f /
alaturata. Calculati raza OF —
si aria discului. Demonstrati

ca suprafata de carton care se pierde prin decu-
pare reprezinta mai putin decat 22% din supra-
fata cartonului (folositi in calcul m ~ 3, 14).

5. Dorim sa confectionam, din sarma, 20 de cer-
curi cu raza de 8 cm. Care este lungimea sarmei,
exprimata in numar intregi de metri, ce trebuie
achizitionata? (folositi in calcul m~ 3,14)

6. Calculati raza discului cu aria:
a.81mtcm?  b.121mtcm?, ¢ 0,49rtdm?

7. Determinati lungimea unui arc de cerc cu

masura de 90° stiind ca lungimea cercului este
28mcm.

8. Aria unui sector de cerc corespunzator unui
unghi la centru cu masura de 30° este 751 cm?.
Calculati aria discului din care provine sectorul
de cerc, precum si lungimea cercului si a arcului
de cerc corespunzator sectorului.

12. O bicicleta are diametrul aproximativ al ro-
tilor de 70 cm. Calculati ce distanta aproxima-
tiva se parcurge cu bicicleta, stiind cd o roata a
acesteia a facut 200 de rotatii complete (folositi
in calcul t =~ 3,14, iar rezultatul se aproximeaza
la numar intreg de metri).

R R L R T
R R IOy

. «
L N A R R R R R R R R N R T R R R R Y R R R R R R T R T T
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1. Consideram un cerc de centru O si raza 8 cm, precum si un punct A astfel incat
OA = 5 cm. Prin punctul A construim coardele BC si DE perpendiculare. Dacd M este mij-
locul coardei BC si N este mijlocul coardei DE, demonstrati ca <MON = 90° si calculati
lungimea segmentului MN.

2. Punctele A, B si C sunt situate pe cercul C(O, ), astfel incat AB = AC = 120°. Ce fel de tri-
unghi este triunghiul ABC?

3. In cercul de centru O, coarda CD este perpendiculard pe diametrul AB, iar punctul lor de
intersectie, notat M, este mijlocul razei OB. Demonstrati ca triunghiul ADC este echilateral.

4. Punctele A, B si C apartin cercului de centru O, M este mijlocul arcului de cerc AB, iar
N este mijlocul arcului de cerc BC. Daca OB L MN, demonstrati ca AB = BC.

5. Punctele A, B si C sunt situate pe cercul C(O,r), iar M si N sunt mijloacele coardelor AB,
respectiv AC. Daca AO L MN, demonstrati ca AB = AC.

6. Segmentele AB si CD sunt doua coarde congruente si perpendiculare dintr-un cerc,
intersectia lor fiind punctul M. Demonstrati ca MO este bisectoarea unghiului format de
cele doua coarde.

7. Construiti, printr-un punct situat in interiorul unui cerc, doua coarde congruente si per-
pendiculare. Ce tip de patrulater este cel determinat de capetele celor doua coarde?

8. Triunghiul ABC este inscris intr-un cerc de centru O. Punctele M si N sunt intersectiile
bisectoarelor unghiurilor B, respectiv C, cu cercul. Stiind ca <BAC = 48°, calculati masura
arcului MAN si masura unghiului MAN.

9. Punctele A, B si C sunt situate pe cercul de centru O, iar bisectoarea unghiului BAC inter-
secteaza cercul in punctul D. Demonstrati ca OD este perpendiculara pe coarda BC.

10. Punctele A, B si C sunt situate pe cercul de centru O, astfel incat coardele AB si AC sunt
congruente, iar <BAC = 70°. Punctele M si N sunt mijloacele arcelor mici AB, respectiv AC,
iar punctul P este situat pe arcul de cerc BC care nu contine punctul A.

a. Calculati masura arcului mic AB si masura arcului mic AN.

b. Calculati masura unghiului MPN.

c. Se modifica masura unghiului MPN in ipoteza in care coardele AB si AC nu sunt congru-
ente? Justificati.

11. Consideram doua drepte paralele a si b, astfel incat distanta dintre ele este egala cu 6 cm.
a. Desenati un cerc tangent la ambele drepte.

b. Cate cercuri tangente la ambele drepte se pot desena? Formulati o concluzie privind
pozitiile centrelor acestor cercuri. Discutati la nivelul clasei concluziile voastre si retineti-o
pe cea care descrie cel mai bine pozitiile centrelor.

c. Daca punctul A este situat intre cele doua drepte, cate cercuri ce trec prin A, tangente la
cele doua drepte, se pot desena?

12. In cercul de centru O considerdm coarda AB si punctul M apartinand arcului mic AB.
Demonstrati ca:

PROBLEME RECAPITULATIVE



a. daca M este mijlocul arcului AB, atunci tangenta la cerc in punctul M este paralela cu coarda AB.
b. daca tangenta la cerc in punctul M este paralela cu coarda AB, atunci M este mijlocul arcului AB.

13. Pe cercul cu centru in O se considera punctele A si B, astfel incat <AOB = 120°.
Tangentele la cerc in punctele A si B se intersecteaza in punctul C. Demonstrati ca A
triunghiul ABC este echilateral. A

14. In figura aldturats, laturile triunghiului echilateral ABC au fost impartite in cate L
3 segmente congruente. Demonstrati ca DEFGHI este poligon regulat. A J

15. Dreptele a, b, ¢ si d sunt tangente la cercul de centru O, cu a || b si c || d. Punctele
A, B, Csi D sunt intersectiile dreptelor a si b cu dreptele c si d. Stabiliti ce tip de pa-
trulater determina cele patru puncte de intersectie si demonstrati ca diagonalele acestuia contin centrul
cercului.

B o At

16. Demonstrati ca mijloacele laturilor unui poligon regulat cu n laturi sunt varfurile unui nou poligon
regulat, pentru: a.n=3; b.n=4.
D C

17. In figura aldturata este prezentata schita unei gradini dreptunghiu-
lare in interiorul careia sunt trei zone, pe care se planteaza flori, una in _
forma de cerc — tangenta la laturile AB si CD, si doua in forma de semi- - G ( s
cerc, de diametre AD, respectiv BC. Latura AD are lungimea de 10 metri. '
a. Demonstrati ca punctele E, G si F sunt coliniare; _
b. Demonstrati ca lungimea laturii AB este de 20 metri. A B
c. Demonstrati ca punctele A, G si C sunt coliniare.

d. Calculati aria suprafetei plantate cu flori si aria suprafetei interioare gradinii pe care nu se planteaza
flori (folositi in calcul m ~ 3,14).
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(J TESTUL 1

1. Triunghiul ABC, cu <A = 65° si <C = 85°, este inscris in cercul de centru O. Punctul D este
mijlocul arcului mic BC, iar AD n BC = {E}. Completati spatiile punctate cu rispunsul corect:
a. masura arcului mic AB este egald cu...%;

b. masura arcului mare BC este egala cu...%

¢. masura arcului mic BD este egala cu...’;

d. masura unghiului la centru <AOC este egala cu...%;

e. Demonstrati cd AE este bisectoare a triunghiului ABC.

2. Consideram cercul de centru O si raza r, punctul A apartinand cercului si punctul B exte-
rior cercului, astfel incat punctele O, A si B sa fie coliniare si OA = AB. Mediatoarea segmen-
tului OA intersecteaza cercul in punctele D si E.

a. Demonstrati cd dreapta BD este tangenta cercului.

b. Demonstrati cd triunghiul BDE este echilateral. D M c

3. Infigura alaturata este prezentata schematic o gradina in interio- / g

rul careia este construit un iaz. ABCD este dreptunghi cu AB = 30 m, L o |

BC = 20m, si cercul de centru O este tangent laturilor AB, BC si CD ! /

ale dreptunghiului. 2 e -
A

a. Demonstrati cd raza cercului este 10 m.
b. Suprafata gradinii, mai putin zona iazului, este insamantata cu gazon. Calculati aria su-
prafetei cu gazon, aproximand rezultatul la intregi (folositi in calcul m = 3,14).

Punctaj: 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p. Oficiu 1p.

(S TESTUL 2

1. Pe un cerc de centru O considerdm punctele A, B, C si D, in aceasta ordine, asezate in sen-
sul miscarii acelor de ceasornic. Daca AB = 80°, BC=100° si CD = 60°, atunci:

i. Masura arcului mic AD este egala cu:  a.100° b.120° c¢.140% d.180°.

ii. Masura unghiului ACB este egala cu: a.100°% h.80°% ¢.50°% d.40°

iii. Masura unghiului BOC este egala cu:  a. 100°%; b. 80°; ¢.60°% d.50°

iv. Segmentul AC este:  a.raza; b.coardd, dar nu diametru; c. diametru; d. arc de cerc.

2. Patratul ABCD este inscris intr-un cerc, iar punctul M este situat pe arcul mic AB. Calculati
madsura unghiului AMB si demonstrati ca MC si MD impart unghiul AMB in trei unghiuri
congruente.

3. Consideram un cerc de diametru AB = 20 m si punctul M, mijlocul unuia dintre semicer-
curile determinate de diametru. Punctele C si D sunt simetricele punctelor A, respectiv B,
fatd de punctul M.
a. Demonstrati ca ABCD este un poligon regulat.
b. Calculati lungimea totala a conturului figurii obtinute (contur: linie inchisd ce mdrgineste
o suprafata).
c. Calculati aria totala a figurii obtinute.

Punctaj: 1. 4p. 2. 2p. 3. 3p. Oficiu 1p.



CAPITOLUL 6

SEGMENTE PROPORTIONALE.
TEOREMA PARALELELOR ECHIDISTANTE

R ) OBSERVATII

®

% Raportul a doua seg-
mente este un numar pozitiv
si nu are unitate de masura

» Consideram doua segmente, EXERSAM iMPREUNA
AB si CD, cu lungimile de 5 cm,

respectiv 8 cm. Putem calcula raportti

AB _ 5 CD _38

lungimilor lor: sau—p ==z.

CD” 8 AB 5
7 S i 3 Srimi Ao
» Pentru triunghiul din figura alatu- NG (Chl‘?‘r iiaca marimile care in
rata putem calcula raportul lungimilor \ terv‘m ;n rapi)l’f au);j ]
AC 45mm _ 45 _ 9 < Raportul a doua seg-
laturilor AC $i BC: 3¢ = 5omm =50 10 ® 50 i E mente nu depinde de unita-

®eccccccccccccccccccsccssccces’

tea de masura aleasa.

.
®e00cccccc0000000000000000000000000”

o900 000000000000 000000000000000,
.

Raportul a doua segmente este raportul lungimilor celor doua segmente, expri-
mate cu aceeasi unitate de mdsura.

Consideram segmentele cu EXERSAM iIMPREUNA
lungimile: AB =5 cm, CD = 8 cm,

MN =10 cm si PQ = 16 cm. Verificat
daca lungimile celor patru segmente sunt termenii unei
proportii.

Rezolvare. Numerele 5, 8, 10 si 16 sunt proportionale daca ve-

rifica proprietatea fundamentala a proportiei
5 AB _ MN

~ Inclasa a VI-a ati invatat
- despre marimi direct propr-
~ tionale. Discutati la nivelul
. clasei pentru a actualiza cu-
nostintele respective, pre-

- cum si cele referitoare la
Cum 5-16 = 10 - 8, obtinem = @ D = PO deci lungimile proprietatea sirului de ra-
segmentelor date sunt proporgionale. . poarte egale.

Spunem ca patru segmente sunt proportionale, daca lungimile lor reprezinta
termenii unei proportii.

Segmentele A B,A,B,,A,B,,...,A B sunt proportionale cu segmentele C,D,,

2-27°7373%"
C,D,,C.D,,...,C D daca lungimile lor, exprimate in aceeasi unitate de masura,
1 A B, AZB2 A,B, A B, — k. Val K
sunt proportionale: CD,~CD, CD,~""~CD Valoarea k a acestor rapoarte

se numeste coeficient de proportionalitate.
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CAPITOLUL 6

Verificati dacd segmentele AB, EXERSAM iIMPREUNA
BC, CD sunt proportionale cu

it segmentele EF, FG, GH, stiind ca

i P, g AB=5cm,BC=6cm,CD=7cm,EF=10cm, FG = 12 cm si
B 6 e g GH = 14 cm.
g . Rezolvare.
R i Ve sAB _BC_CD . 5 _ 6 _ 7 - ;
Fi Verificam daca FF - CEC0-12°- 1% adevarat, dle01
i sunt proportionale, iar coeficientul de proportionalitate este 5.

() DESCOPERITI g .

‘ In figura alaturatd, punctele M, N si P impart segementul AB, " " P b
. de lungime 8 cm, in segmente consecutive congruente. Dreptele A’
a, m, n, p si b sunt perpendiculare pe dreapta AB. i U
Observati figura si colaborati la nivelul clasei pentru a formula P
¢ raspunsuri la urmatoarele intrebari sau cerinte: —lp :
v' Care este distanta dintre dreptele a si m, dintre m si n, dintre . 2 R = P o ?‘4‘1.
. nsip, respectiv dintre p si b? Ce constatati? A M1 L B '
: v Masurati si comparati lungimile segmentelor A’M’, M'N’,

. N'P’si P’B’. Formulati o concluzie. Depinde concluzia voastra de pozitia dreptei d?

. 0
.......................................................................................................................

Trei sau mai multe drepte paralele, situate la distante egale, se numesc paralele
echidistante.

TEOREMA PARALELELOR ECHIDISTANTE a b
Daca trei sau mai multe drepte paralele determina 40 % B,
pe o secanta segmente congruente, atunci ele deter- “f 1
mina pe orice secanta segmente congruente. iy |B
Cu alte cuvinte, daca d, || d, |l d, | d,,{A,}=d,na, % ﬁl, !
{A}=d,na{A}=d,na,{A}=d nasiA A =AA, dy %5 | E
=A,A,atunci B B,=B,B,=B,B,,unde {B,}=d nb, 4 A IILB!_
{B,}=d,nb,{B,}=d,nbsi{B,}=d,nb. " \

Intrebare. Putem spune ca dreptele d,, d,, d, si d, sunt paralele echidistante?
Justificati raspunsul.
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CAPITOLUL 6

> Consideram un segment AB EXERSAM iIMPREUNA ») OBSERVATIE . m

cu lungimea de 15 cm si punctul M : . :
i 3 ¢ Observatie. :

pe acesta astfel incat 377 = 5. Calculafi Tungimile segmentelor : . AM _ 2 :
. : Proportia 7% = = ne su- :

AM si MB. : . . . :
S AM _ 2 g e Gl bii : gereaza faptul cd, daca seg- :

Rezolvare. Dacd 35 = 5, folosind proportiile derivate obti- : mentul AB ar fi impartit in
AM 2 AM _ 2 _. _ 3 [T . .

Nem — o= = 573 © 4 = o §i cum AB = 15cm, obtinem : cinci parti egale de lungime f
AM = 6cm si MB = 9 cm. : p(AB=5p), segmentul AMar :
» Consideram un segment AB cu lungimea de 8 cm. Constru- : reprezenta douad dintre aces- :

iti pe segment punctul M astfel incét% = % : tea (AM - 2p), iar segmentul :
AM 1AM 1 : ) : BM trei dintre ele (BM = 3p). :

Rezolvare. 3/ = 5 © 35 = 3, deci segmentul AB trebuie im- { Tinand cont de faptul ca 15 :
partit in 3 segmente congruente, iar lungimea fiecaruia ar fi * este un multiplu de 5, este :
2,(6) cm (valoare care impiedica reprezentarea directa a punctu- : usor sa impartim segmentul :
lui M pe segmentul de lungime 8!). : ABin cinci parti congruente, :
Desenam un segment AE de lungime 3 cm, pe care fixam * fiecare cu lungimea de 3 cm. :
punctele C si D, astfel incat AC = CD = DE = 1 cm. Construim pa- : :
ralelele a || b || EB. :

Folosind teorema pa-
ralelelor echidistante,
formulati o concluzie
referitoare la segmen-
tele determinate de C’ si .="E
D’ pe segmentul AB si stabiliti pozitia punctului M pe segmentul
de lungime 8 cm, pornind de la desenul alaturat.

A M z g B

csesssccssscce
R

seee
seee

. DESCOPERITI P P P PP EELELE R L P e .

: Referitor la problema anterioara, care a fost avantajul principal al utilizarii
. segmentului de lungime 3 cm? Explicati cum se putea construi un segment (AE)
format din trei segmente congruente consecutive, folosind o rigla si un compas.

Observati desenul alaturat si formulati o concluzie la cazul mai general, pri-
vind modalitatea prin care impartim un segment de lungime data in n (n 2 3)
. segmente congruente.

0
S 000000 00000000000000000000000000000000000080000000000000000000000000000000000000000000s000s00ssss’

®eocrzsscsszsssssssannne
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CAPITOLUL 6

1. Desenati pe foaia de caiet un segment AB de
10 u, unde o unitate reprezinta latura patratelu-

lui caietului.
lit

A ¢ D _E

B

Punctele C, D si E sunt pozitionate conform de-

AC AD AE
senului. Calculati valorile rapoartelor: AB AB’ AB
CD ED AD

B IB Dp- Ce puteti spune despre pozitia punc-
tului D?

2. Desenati pe caiet un dreptunghi cu lungimea
de 8 patratele si latimea de 4 patratele. Calculati:
a. Raportul dintre latimea si lungimea drept-
unghiului.

b. Raportul dintre latimea si perimetrul drept-
unghiului.

c. Raportul dintre lungimea si perimetrul drept-
unghiului.

3. Reprezentati pe axa numerelor punctele A(2),

0A OB OA AB
B(=5), C(6), D5y Caleulati: g, G opy 4c
AD

BC’

si
unde O este originea axei.

4 .0,3.04 40 .04
0,3 40,3303 73
prezinta raportul lungimilor segmentelor AB =
=4 cm si CD = 0,3 dm? Ce unitate de masura ati
folosit pentru a afla raportul?

4. Care dintre rapoartele re-

5. Segmentul MN are lungimea de 15 cm, iar
punctele A si B sunt situate pe segment, astfel

incat AM = 4 cm si MB = 7 cm. Calculati valoarea

MA MB MA ANS AB
AN’ BN’ AB’ MN 3" MN*
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6. Punctul M apartine segmentului AB de

lungime 20 cm, astfel incat % = % Calculati :

lungimile segmentelor AM si MB, precum si ra-

AM AB AM +2MB

poartele %5, 315 543+ MB"

7. Punctul M apartine dreptei AB, dar nu seg- :
mentului AB, segment de lungime 20 cm, ast- :
fel incat % = % Stabiliti ordinea punctelor pe :
dreapta. Calculati lungimile segmentelor AM si

MB, precum si rapoartele “ AM si 1‘31%

8. Un drum, in linie dreapta, intre localitatile A
si B are lungimea de 20 km. Localitatea C este si- :
tuata intre cele doua localitati. Un automobilist,
mergand cu viteza constanta pe tot traseul, par-
curge drumul de la A la C in timpul ¢, si drumul

t :
de la Cla B in timpul t,, astfel incat t—l = % Calcu- :

lati AC'si CB.

9. Pe dreapta d avem punctele A, B, C si D, in
<AB _2 AD _9 Ll

BC =3 Dc = 7 §ilungi- :
mea segmentului AC este de 10 cm, aflati lungi- :
mile segmentelor AB, BC, CD si AD.

aceasta ordine. Stiind ca

10. Punctele M si N apartin segmentului AB,

AM

2 . _
MB -5 %! =

astfel incat B

AM = NB.

%. Demonstrati ca :

11. Punctele M, N, P si Q impart latura AB a tri-
unghiului ABC in cinci parti egale. Fie MD || NE || :
|| PF || QG || BC, unde punctele D, E, F si G sunt pe
latura AC. Aratati ca segmentele AM, AN, AP, AQ :
si AB sunt proportionale cu segmentele AD, AE,
AF, AG si AC.



CAPITOLUL 6

TEOREMA LUI THALES

Punctele D, E si F impart
latura AB a triunghiului ABC in patr
segmente congruente. Trasam dreptefepa-
ralele DM || EN || FP || BC, unde punctele M,
N si P apartin laturii AC.
a. Demonstrati ca AM = MN = NP = PC.
b. Demonstrati ca segmentele AD si AM sunt
proportionale cu DB si MC.

EXERSAM IMPREUNA

F
Rezolvare. a. Reamintiti-va si aplicati teo- \"-f—-
rema paralelelor echidistante. A 3 .
b. AD = {AB si DB = 3AB, deci gg =5
_3 AM < AD _ AM
AM = —AC si MC = 7AC, deci 4M Wik 3 Obtinem astfel ca DB = MC’

agadar AD si AM sunt proportionale cu DB si MC.
TEOREMA LUI THALES

prelungirile acestora segmente proportionale.

. SA INV'[M [ .. ..............cceiiiiiiiiiieeens

Cele 3 cazuri pentru Teorema lui Thales: AABC, DE || BC,D € AB,E € AC=>

\
b1

"'-—-—-—'?J:.___LE_____
.‘l‘I II.

—
=
Punctele D si E sunt situate
pe segmentele AB, respectiv
+ AC.

D este situat pe semidreapta
(AB, dar nu pe segmentul AB,
iar E este situat pe semidreapta
(AC, dar nu pe segmentul AC.

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

concluzia teoremei lui Thales poate fi scrisa si sub forma

Folosind proportii derivate,

.........................................

') DESCOPERITI .

Referitor la problema :
¢ aldturata, dovediti cd seg- :
: mentele AF si AP sunt pro- :
¢ portionale cu segmentele FB :
si PC. Se pot gasi si alte pro-
: portionalitati? Se pastreaza :
. proportionalitatile daca im- @
: partim latura AB a triunghiu- :
¢ lui in 5 sau 6 sau mai multe *
: segmente congruente? For- :
¢ mulati concluzii care sprijina :
: invatarea. :

O paralela la una dintre laturile unui triunghi determina pe celelalte doua laturi sau pe

AD _ AE

DB ~ EC’

D este situat pe semidreapta
(BA, dar nu pe segmentul BA, iar
E este situat pe semidreapta (CA,
dar nu pe segmentul CA.

»
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

AD _ AE DB _ EC AD _ AB

AB ~ AC 53U DA T EA SAULE T aAC
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CAPITOLUL 6

> In triunghiul ABC, punctele D si E sunt situate EXERSAM IMPREUNA
N pe laturile AB, respectiv AC, si DE || BC. Stiind ca
—\E AB=10cm, AD = 4cmsi EC = 9 cm, calculati lungi
: | segmentelor DB, AE si AC. :
Rezolvare. DB = AB-AD = 6cm si, aplicand teorema lui Thales in AABC,

g~ \  DE|BC>%D-AL o4 _AE o AF=6cm; AC=AE +EC=15cm.

> In triunghiul ABC, punctele D si E sunt situate pe laturile AB, respectiv AC, si DE || BC. Stiind ca
AB =8cm, AC =10cm si AD = 4 cm, calculati lungimile segmentelor AE, DB si EC.
Rezolvare. Stiind lungimile segmentelor AB, AC si AD vom scrie concluzia teoremei lui Tha-

les sub forma: ﬁg ﬁg, echivalenta cu% &= @ AE = ﬁ =5cm;DB=AB-AD=8-4=4cmsi
EC=AC-AE=10-5=5cm. X

1.’";‘:11 > In triunghiul ABC, punctele D si E sunt situate pe prelungirile laturilor AB

- | 8 > g

respectiv AC astfel incat punctul A si punctele D si E sunt in semiplane diferite fata
de dreapta BC si DE || BC. Stiind ca AC = 7,5 cm, EC = 2,5 cm si BD = 3 cm, calculati
lungimile segmentelor AE, AD si AB. C

Rezolvare. AE = AC+CE = 10cm; DB _ EC S 3 .29 = AD = 12cm; —

> DA EA DA 10 ’ iy Ty
AB=AD - DB =9cm. ' '
> Intr-un triunghi dreptunghic ABC, cu <A = 90° si <C = 30° se aleg B

AE 3
=5

punctele E € ACsi F € BC, cain figura alaturata, astfel incat EF || AB Sige
Daca EF = 3 cm, calculati: FC, BC si AB.

Rezolvare. Din EF || AB si AC secanta obtinem ca <E = 90° (unghiuri cores-

pondente). In triunghiul EFC dreptunghic avem <«C = 30°, de unde EF = %C, A E i
adica FC = 6 cm. In triunghiul ABC, cu EF || AB, aplicim torema lui Thales si

‘L_‘g ?5, adica BC=9cm.

Din aplicarea teoremei unghiului de 30° in triunghiul ABC obtinem cda AB = 7,5 cm.
» Consideram triunghiul ABC, ca in figura alaturatd, si bisectoarea
AD a acestuia, D € BC. Paralela prin B la AD intersecteaza dreapta CA in

punctul E. A
a. Demonstrati ca triunghiul ABE este isoscel. Q\
b. Demonstrati ca 5z bc _ac

DB ~ AB" B Y 5 o

obtinem

Rezolvare.

Din AD || BE si secanta AB obtinem ca <DAB = 4EBA (alterne interne), iar cu secanta CE obtinem
<CAD = <4CEB (corespondente). Cum <CAD = <DAB (AD bisectoare) obtinem ca triunghiul ABE este
isoscel cu <ABE = <AEB, deci AE = AB.

In triunghiul CBE aplicam teorema lui Thales, rezultan be _AC

sicum AE = AB, obtinem 55 DB = AB"

dDC AC
DB AE’ >~
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R ) OBSERVATIE  ZCEIrrrrr e IR TPPIOPrD

La ultima problema rezolvata, daca

transformam proportia 55 be C ﬁg in pro- /
. DC _ BD f
: portia ;= = 4 putem spune ca: /

Bisectoarea unghiului A determind pe /

-----------------

CAPITOLUL 6

- IMPORTANT

Intr-un triunghi, bisectoa-
¢ rea unui unghi determina pe
latura opusa segmente pro-
portionale cu laturile unghiu-

latura opusa (BC) segmente proportionale
: cu laturile unghiului.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

K3 EXERSATI | DR

i 1. Pe latura AB a triunghiului ABC consideram
: punctul D si construim DE || BC, E € AC.

i a. Dacd AB = 10 cm, AC = 12 cm si BD = 4 cm,
: calculati AD, AE si EC.

b. Daca AB =10 cm, AC =8 cm si AD = 2 cm, cal-
: culati BD, AE si EC.

c. Daca AB = 25 cm, AE = 15 cm si BD = 5 cm,
¢ calculati AD, ACsi EC.

: d.DacaAD =6 cm,AE =9 cm si BD = 4 cm, calcu-
: lati AB, ACsi EC. A c

: 2. In figura alaturata, AB si CD

se intersecteaza in punctul O si 0

: AC|| BD.

a.DacaA0=16cm,CO=12cm

: si AB = 20 cm, calculati OD, BO

: siCD. o

: b. Dacd A0 =10 cm, CO =9 cm si BO = 5 cm, cal-
¢ culati OD, AB si CD.

c. Daca DO = 24 cm, CO = 9 cm si BO = 1,6 dm,
¢ calculati OA, AB si CD.

: d. Daca AB = 3 dm, CO = 70 mm si CD = 14 cm,
¢ calculati OA, OB si OD. A

: 3. In triunghiul ABC din fi-
gura alaturata, punctele M

¢ si N sunt situate pe prelun-
girile laturilor AB, respectiv

: AC,si MN || BC.

i a. Dacd AM = l4cm, AB =
¢ =7cm, AN = 16cm, calcu-

: lati lungimile segmentelor MB, AC si NC.

.............................................................

¢ lui. Acestenunt poartd numele
'L. de teorema bisectoarei. .

. »
-----------------------------------

ooooooooooooooooo

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

b. Daca AM = 9,6cm, AB = 3,2cm, AC = 8,4 cm,
calculati lungimile segmentelor MB, NC si AC.

c. Daca AM = 8V7cm, AB = 2J7cm, CN =
= 12v/2 cm, calculati lungimile segmentelor MB,
CA si AN.

4. In triunghiul ABC, construim DE || FG || BC,
unde D si F sunt situate pe latura AB, iar E si G
sunt situate pe latura AC. :
a. Daca AD = 4cm, AF = 8cm, AB = 16 cm, EG =
= 3 cm, calculati lungimile segmentelor DF, FB, :
AE, AG, GC si AC.

b. Daca AD = 4,2 cm, AF = 6,3 c¢m, AB = 10,5 cm,
AE = 1,4 cm, calculati lungimile segmentelor DF,
FB, GE, GC, AG si AC. :
c. Daci AD = 5vV3cm, AF = 2Y3cm, AB = :
= 10V/3 cm, CE = 10+/5 cm, calculati lungimile :
segmentelor DB, DF, AF, AE, AG si AC. :

5. In triunghiul ABC, punctele D si E sunt situate :
pe laturile AB, respectiv AC, si DE || BC. :

a.Daca gg g, calculati valoarea rapoartelor Ag’
AE si j AC :
EC 5" EC’ :
b. Daca ﬁg <, AB = 21cm i EC = 16 cm, calcu-
lati AD, DB, AE si AC. :
c. Daca gg 5, AD = 6cm si AE = 2,4 cm, calcu-
lati BD, EC si AC.

6. In triunghiul ABC, cu AB = 8cm, BC = 16cm si
AC = 12 cm, consideram un punct E pe latura AB :
astfel incat BE = 2 cm. Prin punctul E construim :

.
............................................................



CAPITOLUL 6

[ {J EXERSATI

tul F construim FH || AB, H

teecesesosssscsescssssstee

AD CF
DB FB

R

: EA _ EB
: SiEp = EC

[/ PORTOFOLIU

lungimile segmentelor FB, GC, AH, HG, EF si FH.

Demonstrati ca: a) 7z - 75 = 1;

9. In trapezul ABCD, AB || CD, notam ACN BD =
= {0} si AD n BC = {E}. Demonstrati ca:

.....................................................................................

EF || AC,F € BCSi EG || BC, G € AC, iar prin punc-  10. In trapezul ABCD, AB || CD, consideram un

€ AC. Determinati  punct M pe latura AD astfel incat % = % Para-
lela prin M la AB intersecteaza diagonala BD in

7. Consideram triunghiul ABC, mediana AD, punctul N silatura BC in punctul P.

D € BC si un punct E € AD. Paralelele prin punc-  a. Dacd lungimea diagonalei BD este 15 cm, cal-
tul E la AB si AC intersecteazd latura BCin punc-  culati lungimile segmentelor DN si NB.

tele M, respectiv N. Demonstrati cd DM = DN. b. Calculati valoarea raportului $&

PB*

8. Prin punctul D de pe latura AB a triunghiului 11, In triunghiul ABC, AB = 6cm, AC = 10cm si
ABC ducem DE||BC, E € AC si EF || AB, F € BC.  BC = 12cm. Bisectoarea unghiului A intersec-

b)£+g 1

48+ Be teaza latura BC in punctul D.

a. Calculati valoarea raportului g—g (folositi rezul-
Ao _ o tatul continut de ultima problema rezolvata -

AC ~ BD  teorema bisectoarei).
b. Calculati lungimile segmentelor BD si DC.

LR R T

j\f.
: Dupa rezolvarea punctului b. de la problema 10, studiati desenul L M
. alaturat si cautati similitudini. Organizati-va pe grupe de elevi si reali- \
' zafi constructii similare formate din doud secante si un numar diferit b L

\ de drepte paralele de la grupa

© marea de segmente proportionale. Puteti formula o concluzie generala?

Thales din Milet a fost un

o contributie majora in dezvoltarea matematicii, astronomiei, filozofiei. Desi niciuna
dintre scrierile lui nu a fost gasita, opera sa a fost pastrata prin intermediul scrierilor
altor autori. In domeniul matematicii, Thales a pus bazele geometriei, dupa ce s-a fa-
miliarizat cu ea in timpul calatoriilor sale in Egipt. Teoremele geometrice elaborate de

la grupa . Formulati concluzii privind for-

filozof grec, considerat parintele stiintelor, care a avut

el au constituit temelia matematicii grecesti. Printre demonstratiile importante pe care le-a facut se

numara urmatoarele: un cerc

este impartit in doud parti egale de diametru; unghiurile bazei unui tri-

unghi isoscel sunt congruente; unghiurile opuse la varf sunt congruente; un triunghi este determinat
daca sunt date o latura si unghiurile adiacente ei; unghiul inscris intr-un semicerc este unghi drept...

.

teecesesosssscsescssssstee

R



CAPITOLUL 6

RECIPROCA TEOREMEI LUI THALES

In triunghiul ABC, AC = 10 cm, punctul D este situat pe latura AB, EXERSAM iIMPREUNA

%, iar punctul E apartine laturii AC astfel incat AE = 4 c

astfel incat % =
Demonstrati ca paralela dusa prin D la BC intersecteaza latura AC in
punctul E. e

Rezolvare. Notam cu E’ punctul in care paralela dusa prin D la B E

BC intersecteaza latura AC si aplicam teorema lui Thales: ﬁg g}é
2

2-4F deci AE' = 4cm. Obiinem astfel cd AE = AE’ = 4 cm. Cum punc-

tele E si E’ sunt situate pe segmentul AC, ele coincid, de unde concluzia. m

<

La teorema lui Thales am observat ca sunt 3 cazuri distincte pentru AABC, D € AB, E € AC.

N !
B .?

NA A

Punctele D si E sunt situ- | Destesituatpe semldreapta (AB, | D este situat pe semidreapta (BA, dar :

ate pe segmentele AB, re- dar nu pe segmentul AB, iar E nu pe segmentul BA, iar E este situat

spectiv AC. este situat pe semidreapta (AC, pe semidreapta (CA, dar nu pe seg-
dar nu pe segmentul AC. mentul CA.

' Despre punctele D si E aflate in una dintre situatiile de mai sus spunem ca ocupad pozitii omoloage
. pe dreptele suport ale laturilor AB si AC ale triunghiului ABC.

R RECIPROCA TEOREMEI LUI THALES

/ ' Daca, in raport cu triunghiul ABC, punctele D si E ocupa pozitii omoloage pe
\ dreptele AB si AC, si ‘gg gg, atunci DE || BC.
IRy Observatie. Daca % # ‘g—g, atunci dreptele DE si BC nu sunt paralele (DE }f BC).
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CAPITOLUL 6

- DESCOPERITI

in clasa a VI-a ati demon- :
strat paralelismul a doua :
dreptefolosind unghiurile for-
mate la intersectia unei se- :
cante cu cele doua drepte. :
Proprietatile paralelograme- :
lor, studiate anul acesta, re- :
prezintd un instrument bun :
pentru demonstrarea parale-
lismului. Reciproca teoremei :
lui Thales se alatura cu succes :
acestor metode. Informatiile :
continute in ipoteza unei pro- :
bleme va pot indruma in ale-
gerea uneia dintre metode. :
Discutati la nivelul clasei si :
gasiti argumente in alegerea :
uneia dintre metode, in func- :
. tie de ipoteza problemei.

Se spune ca Thales a deter-
minat inaltimea piramidelor
din Egipt masurand umbrele
lor in momentul in care umbra
unui bat vertical era egala cu
lungimea lui. In acest proce-
deu este implicat un caz par-
ticular al Teoremei lui Thales,
insa acesta s-ar fi putut baza pe
observatia cd, dacd umbra ba-
tului este egala cu lungimea sa,
relatia are loc pentru orice alt
obiect (piramida, obelisc etc.).

BE, B

A0 _3_1 CO_34_

> Pe laturile AB si AC ale
triunghiului ABC consideram
punctele D, respectiv E, astfel incat
AB=12cm,AD = 8cm, AE = 6cm si AC =9 cm. Demonstratica
DE || BC. "

EXERSAM iMPREUNA

Rezolvare. Calculand rapoartele 7 4D _ % = % si A—g = g = g’ obti-
nem ﬁg ﬁg si, conform reciprocei teoremei lui Thales, DE || BC.

> Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC consideram
punctele M , respectiv N, astfel incat AB = 25cm, AM = 10cm,

AN =8 cm si AC = 16 cm. Verificati daca MN || BC.
_10_2 . AN _ 8

A AM 1
Rezolvare. Calculand rapoartele 55 = 5= = 5 i 47 = 76 = o

obtinem % # % si deci MN}{BC.

» Pe latura AB a patrulaterului
ABCD consideram punctul M si con-
struim paralelele ME || AC, E € BC
si MF || AD, F € BD. Demonstrati ca
EF || CD.

Rezolvare. Observam ca punctele
E si F ocupa pozitii omoloage pe la-
turile BC si BD ale triunghiului BCD
si ne propunem sa demonstram ega-

BE _ BF
litatea £ = F5-
In ABAC, ME I AC, & = BN iar in ABAD, MF||AD, £5 = 3,
deci % FD Conform reciprocei teoremei lui Thales, obtinem
EF||CD.

> In figura alaturatd observam seg-
mentele AB si CD care se intersecteaza in
punctul O. Folosind valorile de pe desen,
demonstrati ca DB || AC.

Rezolvare. Punctele A si C ocupa po-
zitii omoloage pe prelungirile laturilor
BO, respectiv DO ale triunghiului ODB.

AO _ CO
OB ~ 0D >

OB~ 6 220D 6,8
concluzia DB || AC.

dec1 si



CAPITOLUL 6

IMPARTIREA UNUI SEGMENT iN PARTI PROPORTIONALE

CU NUMERE (SEGMENTE) DATE

Consideram un segment AB
de lungime [ cm. Construiti pe
segment punctele D si E astfel incat
segmentele AD, DE si EB sa fie proportionale
cu numerele 2, 3 si 4.

Rezolvare. Construim semidreapta Ax si,
alegand o unitate de masura u convenabila,
notam punctele M, N si P astfel incat AM = 2u,
MN = 3u si NP = 4u. Construim paralelele prin
M si N la PB si notam cu D si E punctele de in-
tersectie ale acestora cu AB. In triunghiul ANE,
MD || NE, aplicind teorema lui Thales:

AM _AD ,. AD _ DE
MN = DE © i = an - Continuati singuri rezol-
AD _ DE _ EB

varea si demonstrati ca = M- MN-NMPE T

. SA INV'!'M! .....................................................................................

© Consideram un segment AB de lungime [ cm. Generalizand problema ante-
E} rioard, pentru a imparti segmentul dat in n segmente consecutive (parti) pro-
: , @_parcurgem urmatorii pasi:

e Construim o semidreapta Ax, ca in desenul alaturat, si, folosind o unitate
de masura u convenabild, notam pe aceasta punctele A, A, A,,...,A astfel incat

portlonale cu numerele pOthlVE a,a,da,

AA =a,A A =a,AA,=a,.. A _A=a.

e Paralelele prin punctele A, A, A,, ..., A |
teleB,B,, B, ..., B ..

e Segmentele AB, B, B,,
BB, BB, B B

3

EXERSAM iMPREUNA

AD _ DE _ EB
=% -

la A Bintersecteazd AB in punc-

., B, B, sunt proportionale cu a,,a,,

...,a, adica
n

M ) DESCOPERITI

. In prima lectie din capi- :
¢ tol am vazut cum, folosind :
teorema paralelelor echidis-
. tante, putem imparti un seg- :
ment de lungime data in n
¢ segmente congruente. :
. De exempluy, putem folosi :
¢ metoda respectiva pentru a :
. imparti segmentul AB in 9 :
¢ segmente congruente, fie- :
care dintre ele cu lungimea p,
¢ iar punctele D si E sunt ast- 5}
55 fel incat AD = 2p si DE = 3p. :

Comparat1 cele doud metode! :

.
.....................................

. .
........................................................................................................................

M \) ACTIVITATE PRACTICA EErr T T e

Folosind cretd, ruleta si o sfoara, desenati in curtea scolii un paralelogram ABCD, AB = 6 m,

BC 3 m, precum si punctele M € AB si N € BC, astfel incat AM este o treime din AB si MN || AC. Pe :
echipe, formulati, in scris, pasii parcursi in fiecare etapd. Prezentati in fata colegilor materialul scris :
¢ si sustineti-va opiniile personale privind rationamentele facute. (Va fi necesar sa recapitulati proprie- :

. tatile paralelogramului pentru realizarea activitatii.)

M R R R R N RN R R R R R R RN Y

.
L T T T R R U e i i TR T R R R T T T T T R I T T T T R R R T T T T T TR O T T T T T N T R TR R TR TR



CAPITOLUL 6

N EXERSATI | s

1. Punctele M si N apartin laturilor AB, respectiv
: AC, ale triunghiului ABC. Stabiliti daca MN || BC
¢ in urmatoarele cazuri:
:a.AB=3cm,AM=1cm,AN=2cm,AC =6 cm;
b.AM =4cm, MB = 8cm, AN = 6cm, NC = 3 cm;
¢ c.AB=14cm,MB=3cm,AC=0,14m, NC=30 mm;
d. MB =62 cm, AM = 26 cm, AN = 521 cm,
: NC=15V7 cm;

i e.AB=12cm,AM = 5cm, AN = 7 cm, NC = 5 cm;
¢ £ AB=18m,MB=1,2dam,AN = 50dm, AC= 1500 cm.
: 2.Segmentele AB si CD se intersecteaza in punc-
tul O. Stabiliti daca DB || AC in fiecare dintre
' cazurile:

a.A0O=6cm,BO=10cm,CO=12cm, DO =20 cm;
* b.A0O=2cm,AB=7cm,CO=3cm,CD=10,5cm;
c.BO=5cm,AB=11cm,DO=6cm,CD =132 mm,;
d.AO=7cm, BO =35mm, CO=45mm,DO=9cm.
3. Punctele M si N apartin laturilor AB, respec-

tiv AC, ale triunghiului ABC, astfel incat % = %,

AN =6cmsiAC =21 cm. Demonstrati ca MN || BC.

¢ 4. Punctul O este intersectia diagonalelor pa-
. trulaterului convex ABCD. Daca AC = 12cm,

AO = %AC, BO = 2 cm si OD = 6 cm, demonstrati
i ca patrulaterul ABCD este trapez si precizati la-
. turile paralele.

5. Punctele D si E apartin laturilor AB, respectiv

BC, ale triunghiului ABC astfel incat % =3 si

: 7
:BE_4

: BC 7
: 6. In patrulaterul MNPQ, punctul A apartine
: diagonalei MP. Construim AB || PN, B € MN si
¢ AC|| PQ, C € MQ. Demonstrati ca BC || NQ.

: 7. Segmentele AB, CD si EF se intersecteaza in-
¢ tr-un punct 0. Demonstrati ca, daca AC || BD si
: AE || BF, atunci CF || DE.

. Demonstrati ca DE || AC.

.............................................................
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8. In figura alaturata, cercurile
C, si C, sunt concentrice. Punc-
tele A si B apartin cercului C,
iar razele OA si OB intersec-
teaza cercul C, in punctele C,
respectiv D. Demonstrati ca CD || AB.

9. Consideram un cerc de centru O si raza OA.
Punctele B si C, apartinand tangentei la cerc in :
punctul A, sunt simetrice fata de punctul de tan-
genta. Segmentele OB si OC intersecteaza cerculin :
punctele M si N. Demonstrati ca MN || BC. :

10. Consideram trei semidrepte (Ox, (Oy si (Oz.
Pe semidreapta (Ox se considera punctele A si :
B astfel incat OA = 4 cm, OB = 12 cm, pe semi-
dreapta (Oy se considera punctele E si F, astfel :
incat OE = 2 cm, OF = 6 cm, iar pe semidreapta
(Oz se considera punctele C si D, astfel incat :
OC = 3 cm, OD = 9 cm. Demonstrati ca AC || BD,
CE || DF si AE || BF. :

11. In triunghiul ABC, cu BC = 16 cm, mediana
AM, M € BC, are lungimea de 10 cm. Bisectoarea :
unghiului AMB intersecteazd segmentul AB in :
punctul D, iar bisectoarea unghiului AMC inter-

secteazd segmentul AC in punctul E.
a. Calculati valoarea raportului %.
b. Demonstrati ca BC || DE. :
c. Demonstrati paralelismul BC || DE, fara a fo-

losi dimensiunile segmentelor BC si AM.

12. Folosind rigla si compasul impartiti un seg-
ment dat in parti direct proportionale cu nume-
rele 2, 4 si 6.

13. Un segment de lungime 10 cm se imparte in
segmente proportionale cu trei segmente de lun- :
gimi egale cu 5 cm, 7 cm si 8 cm. Realizati dese-
nul si calculati lungimile segmentelor obtinute.

»
............................................................



CAPITOLUL 6

TRIUNGHIURI ASEMENEA.
TEOREMA FUNDAMENTALA A ASEMANARII

Observati desenele alaturate si colaborati la nivelul clasei pentru a formula raspunsuri la urmatoarele
intrebari sau cerinte:

v’ Care dintre figuri sunt asemdndtoare?

v" Observati segmentele desenate pe casuta mai mare. Masurati segmentele C'D’ si D’E’ corespunza-
toare punctelor C, D’ si E’ marcate pe casuta mai micd. Calculati rapoartele segmentelor corespunzatoare
din cele doua desene. Ce observati?

v’ Masurati si comparati si unghiurile <CDE si <CD’E’.

v" Daca ati desena doua cercuri cu raze diferite, ele ar fi asemenea? Ce alte figuri geometrice aseme-
nea ati mai putea desena?

AB=3cm A'B = 6cm EXERSAM IMPREUNA
Desenati AABC:4 <A =90° siAA’B'C:{ <A’=90° .Madsurati
AC=4cm AC=8cm

si comparati intre ele unghiurile ascutite. Calculati, pentru fiecare dintre cele doua triunghiuri, lun-
gimile ipotenuzelor (cu ajutorul teoremei lui Pitagora, enuntata in clasa a VI-a) si formulati o con-
cluzie asupra proportionalitatii laturilor celor doua triunghiuri.

Rezolvare. Constatam, prin masurare, cd <B = <B’ si <C = <C. Obtinem BC = 5cm si B'C' = 10 cm

. AB _ AC _ BC _1 4.. . L o .
Sl = we = pe - o decilaturile celor doud triunghiuri sunt proportionale.

Doua triunghiuri sunt asemenea daca unghiurile cores- A
punzatoare sunt congruente si laturile corespunzatoare sunt N,
proportionale. S

Notdm asemdnarea dintre doud triunghiuri cu simbolul ~ (se N
citeste asemenea). I .

<A =<D,<B=<E,<C=<F M
AABC~ADEF < { AR _ AC _ BC
‘DE ~ DF _ EF £
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CAPITOLUL 6

48—
=] I ) OBSERVATII
1 R H 0
: .
:
.

‘ < In clasa a VI-a, la congruenta triunghiurilor, ati invatat ca se numesc elemente
© corespunzdatoare perechile de unghiuri, respectiv laturi congruente. De exemplu, daca :
: AABC = ADEF, atunci laturii BC i corespunde latura EF, asa cum <A i corespunde <D.
: Pastram aceleasi conventii de limbaj si in cazul asemanarii a doua triunghiuri. :
% In cazul asemanarii a doua triunghiuri, valoarea raportului lungimilor laturilor
© se numeste raport de asemdnare. :
% Ce se intampla daca raportul de asemanare a doua triunghiuri asemenea este
: egalcu1? '

. B
%0 0800000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000000s00ssssssst”

» Daca AABC ~ ADEF, <A = 72° si <E = 58°, calculati mdsura EXERSAM iMPREUNA
unghiului C.
Rezolvare. AABC ~ ADEF= <B = <4E = 4B = 58°=> <4C = 180°—(72°+58
» Stiind ca AABC ~ ADEF, AB = 8cm, BC=10cm, DE = 5cm si DF = 7 cm, calculat1 lungimile la-
turilor AC si EF.
AB _ AC _ BC AC

_10 ; _ ; .
Rezolvare. AABC ~ ADEF= == DE=DF = ﬁc)— Al obtinem AC = 11,2 cm si EF = 6,25 cm.

Cunoasterea faptului ca doud triunghiuri sunt asemenea ne permite argumentarea fie a unor congruente
de unghiuri, fie a unor proportionalitati de laturi sau calcul de lungimi ale acestora.
» Punctele D si E apartin laturilor AB, respectiv AC, ale triunghiului ABC astfel
incat DE || BC. Demonstrati ca triunghiurile ADE si ABC au unghiurile corespunza-
toare congruente. D E
Rezolvare. DE || BC si secanta AB, obtinem <ADE = <ABC - unghiuri corespon-
dente congruente; DE || BC si secanta AC, obtinem <AED = <ACB - unghiuri cores-
pondente congruente; <DAE = <BAC (unghi comun). = c

TEOREMA FUNDAMENTALA A ASEMANARII (TFA).
O paralela dusa la una dintre laturile unui triunghi determina pe celelalte doua la-
turi, sau pe prelungirile acestora, un triunghi asemenea cu cel dat.

Ipotezd. AABC,DE || BC,D € AB, E € AC T
Concluzie. AADE ~ AABC.
Demonstratie. Congruenta unghiurilor corespunzatoare din cele

doua triunghiuri este demonstrata in problema anterioara. o E
. . T.Thales .
In triunghiul ABC: DE || BC :>% = % (am utilizat propor-

tii derivate). Construim EF || AB, F € BC si aplicam din nou teorema lui S

B
Thales si proportii derivate, ﬁg gg Cum patrulaterul DEFB este para- F
AE _ DE AD _ AE _ DE
lelogram, DE = BF, obtinem = = 5 si, in concluzie, %5 = 4= = 5. Ast-

fel se verifica conditiile din definitia asemanatrii, deci AADE ~ AABC.
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Ca si la teorema lui Thales, si aici paralela la latura BC poate determina un triunghi cu laturile triun-

ghiului initial sau cu prelungirile acestora:

A A &

> In triunghiul ABC, cu
AB=9cm,BC=12cmsiAC=15c
construim MN||BC,M € ABsi N € AC”
Daca NC = 10 cm, calculati perimetrul triunghiului AMN. y

Rezolvare. AN = AC-NC = 15-10 = 5 cm; AABC,

MNIIBC—2— AABC ~ AAMN =AM _ AN _ MN qoi 4 -
3cm, MN = 4cm, iar P, =12 cm.

> Fie trapezul ABCD, AB || CD, si . -
punctul O aflat la intersectia diagona- N
lelor. Paralela prin O la baze intersec-
teaza laturile AD si BC in punctele M,
respectiv N. Demonstrati ca punctul 0 #
este mijlocul segmentului MN.

Rezolvare.

Aplicand TFA in ADAB, MO || AB= ADOM ~ ADBA=

DO _ MO. aplicand TFA in ACAB, ON || AB = ACON ~ ACAB =

EXERSAM iIMPREUNA

DB ~ AB’

C0 _ ON DO _ CO (i a3 - - MO _ ON
> i = ag- C DB = A (justificati), obtinem B - AR =
= MO = ON.

> Descoperiti greseala din demonstratie:

In triunghiul ABC, consideram MN || BC,M € AB,N € AC. Sti-
ind cd AM =5 cm,BC=12cm, AN = 4 cm si NC = 8 cm, determi-
nati laturile celor doua triunghiuri.

Rezolvare. In triunghiul ABC, cu MN]||BC, aplicand teo-
rema fundamentala a asemanarii, AABC ~ AAMN, rezulta

AN _AM _MN _ 4_ 5 _MN ; _ _
NCMB=BCCS"ME- 12.Ob‘;lnemMB— 10cm, AB =15 cm,
AC =12 cm, MN = 6 cm.

CAPITOLUL 6

B £ OBSERVATII

. Teorema fundamentald a !
© asemanarii completeaza te- :
: orema lui Thales, avand ace-
« easi ipotezd, doar concluzia
: diferd, referindu-se la toate !
. laturile triunghiurilor. .

B \)) ACTIVITATE PRACTICA }

:  Opersoanaaflatain punc- :
: tul A, ar dori sa stie distanta :
. delael panalacopacul situat :
: inpunctul C(faraaseuda ©) :
: si a realizat masuratorile, pe :
: teren, prezentate in imagine. :
¢ Calculati distanta dorita. :

Y YRy e

=

- DESCOPERITI .

: Ati invatat despre propri-
. etatile liniei mijlocii in tri- ;
unghi si in trapez. Discutati
¢ la nivelul clasei si argumen- :
© tati 0 noud metoda de a de- :
: monstra: proprietatea liniei :
mijlocii in triunghi, proprie-
. tatea liniei mijlocii in trapez, :
: precum si proprietatea cen- :
. trului de greutate in triunghi.

» 0
....................................



CAPITOLUL 6

N EXERSATI | s

1. Scrieti sirurile de rapoarte egale, precum si pe-
: rechile de unghiuri congruente, care se obtin din
asemanadrile:

. a. AABC ~ AEFG;

i b. AABC ~ ABEF;

c. ACAB ~ ABEF.

2. Consideram doua triunghiuri ABC si DEF,
astfel incat AABC ~ ADEF. Stiind ca <A = 64° si
: <4C = 81°, determinati masurile unghiurilor tri-
: unghiului DEF.

3. Consideram triunghiurile ABC si MPN ast-
. fel incat AABC ~ AMPN. Stiind ca AB = 3cm,
BC = 4cm, AC = 6cm si PN = 10 cm, determinati
. perimetrul triunghiului MPN.

¢ 4. Demonstrati ca orice doua triunghiuri echila-
: terale sunt asemenea.

5. Ce fel de triunghi este triunghiul ABC, daca:
* a.AABC ~ AACB; b. AABC ~ ACAB?

6. Consideram triunghiurile ABC si DEF, astfel
: incat <A = 90° <B = 60°,AC=2V3 cm,BC=4cm,
* 4E=60° <F =30° DE =7 cm si DF = 7+/3 cm. De-
monstrati (folosind definitia) ca AABC ~ ADEF.

7. Raportul de asemanare a doua triunghiuri
¢ echilaterale este 2, iar triunghiul mai mic are
lungimea laturii de 10 cm. Calculati perimetrele
. celor doua triunghiuri.

8. Pe latura AB a triunghiului ABC consideram
: punctul D si construim DE || BC, E € AC.

a. Daca AB = 6¢cm, DE = 3cm, BC = 9cm si
: AC =12 cm, calculati AE si AB.

b. Daca AB = 10cm, AD = 4cm, AE = 6cm si
: DE =3 cm, calculati AC si BC.

: c. Daca AD = 5cm, DE = 4cm, AE
AC = 18 cm, calculati AB si BC.

6cm si

: 9.Segmentele AB si CD se intersecteaza in punc-
: tul O, iar AC || BD.

.............................................................

............................................................

a. Daca AO = 4cm, AB = 14cm, OC = 6cm si
DB = 20 cm, calculati AC si OD. :
b. Daca AC = 7cm, OC = 8cm, OD = 12cm si :
OB =9 cm, calculati AO si BD. :
10. in triunghiul ABC, MN || AC, M € BC, N € AB :
si E,I—Ag = % Daca MN = 3 cm, calculati lungimea la-

turii BC.

11. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC = 12cm, :
punctul D este situat pe latura AB astfel incat AD
este o treime din BD, iar punctul E este situat pe :
latura AC astfel incat AE = 3 cm. :
a. Demonstrati ca DE || BC.

b. Calculati BC stiind ca DE = 4 cm.

12. In trapezul ABCD, AB || CD, AB = 18cm, :
CD=6cm,iarpunctul Oesteintersectiadiagonalelor. :
a. Demonstrati ca AO = 3 - OC.
b. Daca lungimea diagonalei BD este 16 cm, cal- :
culati lungimile segmentelor BO si DO. :

13. In trapezul ABCD, AB || CD cu AB = 9cm, :
BC=5cm,CD =3 cmsiDA = 4,6 cm, consideram :
M punctul de intersectie al dreptelor AD si BC. :
Calculati perimetrele triunghiurilor MDC si MAB.

14. In triunghiul ABC construim DE||BC, D € AB
si E € AC. Demonstrati ca segmentul DE este im-
partit de mediana AM a triunghiului (M € BC) in :
doua segmente congruente. :

15. Cercurile C,(O,,R) si C,(0,,r), R > r, sunt :
tangente exterioare. O tangentd comuna AB, :
A€eC (0,,R)siBeC,(0,,r),intersecteazd dreapta
0, 0, in punctul C. Calculati lungimea segmentu-
lui CO, in functie de lungimile razelor cercurilor. :

16. Pe mediana AM a triunghiului ABC consi-
deram punctul D. Construim DE||AB, E € BC
si DF||AC, F € BC. Demonstrati cda EM = FM si :

DE _ AB
DF AC

.
...........................................................



CAPITOLUL 6

CRITERII DE ASEMANARE A TRIUNGHIURILOR

- DESCOPERITI R O P PP PP LI T L UL PP PRTPPRRLIEN .

© Desenati un triunghi ABC, stiind ca <B = 45° si <C = 70°. Comparati desenul cu cel al altor colegi :
* de clasa. Sunt congruente figurile obtinute? In colaborare cu un alt coleg din clasa, masurati fiecare :
¢ dintre laturile triunghiului desenat si verificati daca acestea sunt, in perechi, proportionale.

...........................................................................................................................

Criteriul I de asemanare — UU
Daca doua triunghiuri au doua perechi de unghiuri respectiv congruente, atunci tri-
unghiurile sunt asemenea.

Ipoteza. AABC,ADEF: <A =<D, <B=<E

A D
Concluzie. AABC ~ ADEF
Demonstratie. Consideram M € AB si N € AC astfel r\&
incat AM = DE si <AMN = <DEF. M N e
<DEF = <ABC si <AMN = <DEF = <AMN = <ABC

si, cum acestea sunt unghiuri corespondente pentru

F

dreptele MN si BC cu secanta AB, obtinem MN || BC. B g
Aplicand T.FA. in AABC rezuta AAMN ~ AABC si, cum AAMN = ADEF (demonstrati!),
obtinem AABC ~ ADEF.

420
LI ) OBSERVATIE = [EETurr o s
. .
: .
.

In cadrul rezolvarii am folosit urmatoarea afirmatie: :
Daca AABC ~ ADEF si ADEF = AMNP atunci AABC ~ AMNP. Demonstrati afirmatia!

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

» Demonstrati ca AABC ~ AEFG stiind ca <A = 45°, 4B = 75°, EXERSAM IMPREUNA
<E = 45° si <G = 60°.

Rezolvare. Se calculeaza <F = 180°-(75°+60°) = 45°si obtinem:
<A = <E si <B = <F, deci AABC ~ AEFG. SUVE

> In trapezul ABCD, AB||CD, notam cu O punctul de intersectie al diagona- "t
lelor. Demostrati ca % = ‘é—g.

Rezolvare. Din AB||CD si secanta AC obtinem ca <OAB = <OCD (alterne in- # -
terne) si, cum <AOB = <COD (unghiuri opuse la varf), obtinem AOAB ~ AOCD, de unde si concluzia.

Criteriul 2 de asemanare — LUL
Daca doua triunghiuri au doud perechi de laturi corespunzatoare proportionale si
unghiurile dintre acestea congruente, atunci triunghiurile sunt asemenea.
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CAPITOLUL 6

Ipotezd. AABC,ADEF: <A = <D, 2L =DL

Concluzie. AABC ~ ADEF

Demonstratie. Observand desenul si demonstratia ca-
zului I de asemanare, grupati-va in perechi si construiti
etape de rationament prin care si demonstrati teorema. & -
Comparati rationamentele la nivelul clasei si formulati observatii care intaresc invatarea.

> In triunghiurile ABC si DEF se stie ca: <A = 45°, AB = 4cm, EXERSAM iMPREUNA
AC =5cm, <D = 45°, DE = 8 cm si DF = 10 cm. Demonstrati ca
AABC ~ ADEF. = =
AB _ 4 AC 5 _ AB _ AC
Rezolvare. DE=B= 2 SipF =10 = dec1 DE = DF Sl cum <A = <D (au aceeasi
masura) rezulta cd AABC ~ ADEF. B

> Inpatratul ABCD, punctele E si F apartin laturilor AD respectiv AB astfel incat

AE = AF = gl unde [ este lungimea laturii patratului. Demonstrati cd AAEF ~ AADB.

Rezolvare. ﬁg % —31 <EAF = <DAB (unghiuri drepte) = AAEF ~ AADB.

Criteriul 3 de asemanare — LLL
Daca doua triunghiuri au laturile respectiv proportionale, atunci triunghiurile sunt
asemenea.

. DE _ DF _ EF
Ipoteza: AABC, ADEF: AB - AC_ BC

Concluzie: AABC ~ ADEF
Demonstratie: Observand desenul si demonstratia cazului -
I de asemanare, demonstrati singuri teorema. Verificati /

apoi corectitudinea rationamentelor prin discutii la nive-
lul clasei.

> In triunghiurile ABC si MNP se cunosc: AB = 4 cm, AC = 5 cm, EXERSAM iIMPREUNA
BC=6cm,MN=8cm,MP=10cmsi NP =12 cm.
a. Demonstrati ca AABC ~ AMNP.

b. Demonstrati cd <ABC = <PNM.

Rezolvare. a. 1‘3& % = %, % = % 5 8 fHCD 162 5, obtinem 1\}/\1% fHCD 15{34, deci AABC ~ AMNP.

b. AABC ~ AMNP, B si N sunt unghiuri corespunzatoare in cele doua triunghiuri, deci <ABC = <PNM.
> In triunghiul ABC, D € ACsi E € AB astfel incat <ADE = <ABC (vezi figura).

a. Demonstrati ca AADE ~ AABC.

b. Daca AE = 2cm, AD = 4cm, AC = 6 cm si BC = 9 cm, calculati AB si ED.

Rezolvare.

a. <DAE = <BAC si <ADE = <ABC = AADE ~ AAB((criteriul I de asemanare).

b. AADE ~ AABCﬁﬁg ig [B)gc» = -% %E si obtinem AB = 12 cm si DE = 3 cm. L2

A
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M ! ATENTIE =~ R EEEErrrrrererrreRee s rPRepopes L DESCOPERITI

Colaborati la nivelul clasei :

. si faceti un paralelism intre
© cazurile de congruenta ale
triunghiurilor si cazurile de :
asemanare (mai ales ca folo-
sim acelasi tip de notatii: LUL, :
LLL!!). Cautati asemanari, dar :
si deosebiri intre ele! :

Daca triunghiul ABC nu este isoscel,
atunci, pentru orice punct E, situat pe la-
tura AB, se pot construi doua drepte (ED
si EF pe desen) care determind formarea
unui triunghi asemenea cu triunghiul dat.

Atentie:

AAEF ~ AABC, iar AAED ~ AACB!

.
.............................................................................

APLICATII ALE ASEMANARII

Consideram triunghiurile ABC si MNP, astfel incat AABC ~ AMNP.
Construim indltimile AD, D € BC in AABC, respectiv MQ, Q € NP in
AMNP. Demonstrati ca raportul lungimilor celor doua inaltimi este A r

egal cu raportul de asemanare al celor doua triunghiuri.
Rezolvare. AABC ~ AMNP = <B = <N si, cum AD si MQ sunt inal-

N a |
timi, deci <ADB = <MQN = 90°, obtinem AABD ~ AMNQ (UU) =
= AB _ AD |
MN ~ MQ’ B P &

. SA INVTM [ - . .. ...ttt n et e neneenaees

Raportul indltimilor ce pornesc din doud varfuri corespunzdtoare a doud triun-
. ghiuri asemenea este egal cu raportul de asemdnare al celor doud triunghiuri.

Raportul perimetrelor a doua triunghiuri asemenea este egal cu raportul de asema-
nare al celor doua triunghiuri.

Raportul ariilor a doua triunghiuri asemenea este egal cu patratul raportului de ase-
manare al celor doua triunghiuri.

Ipotezda: AABC ~ AMNP, k raportul de asemanare.

P A
Concluzie: PAABC =k, AAABC = k2.
AMNP AMNP

AB _ BC _ AC _ AB+BC+AC _ Puc
MN- NP~ PM_ MN+NP+PM P, -

AMNP

Demonstratie: AABC ~ AMNP=k =

AB _ BC _ AC _ AD _ ; Maltimi 3 ST
AABC NAMNP:}W_NP_MP_MQ_I(’ unde AD si MQ sunt inaltimi in cele doua triun
A AD-BC . ..
sqpiesasc 2 AD BC _ .9
ghiuri; 4 =Ma-NP = MO ~p =k

MNP
2
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CAPITOLUL 6

M = I .

v’ In cadrul lectiei Teorema fundamentald a asemdndirii ati vazut o aplicatie practicd a asemanarii
pentru calcularea (aproximativa) a distantei pana la un punct inaccesibil.

Observati imaginea aldturata si colaborati la nivelul clasei pentru
a formula raspunsuri la urmatoarele intrebari sau cerinte:

e Care dintre lungimile segmentelor determinate de cate doua
dintre punctele marcate pe desen sunt masurabile prin deplasarea

persoanei (observatorului)?

« In ipoteza ca se cunoaste iniltimea uneia dintre cladiri, cum

putem calcula inaltimea celeilalte cladiri?

« Inipoteza ca sunt cunoscute inaltimile ambelor clidiri, care este
distanta minima dintre observator si cladirea mai mica, astfel incat

acesta sa poata vedea ambele cladiri?

v' La fizica studiati ca unghiul de incidenta este egal cu
unghiul de reflexie. Observati in desenul aldturat cum, cu
ajutorul unei oglinzi, poti calcula inaltimea copacului.

Calculati si voi indltimea copacului in ipoteza: AB = 1,6 m
2m (distanta pana la

(inaltimea observatorului), BO =
oglinda), DO = 8 m (distanta oglinda-copac).
v" Consideram afirmatia:

Lungimile umbrelor a doi stdlpi, pozitionati perpendicular i

=] I

pe planul pamantului, sunt proportionale cu indltimile stalpilor (intr-o zi cu soare®©).
Reprezentati printr-un desen afirmatia si folositi-o pentru determinarea, de exemplu, a inaltimii :
- stalpului de sustinere a cosului de baschet din curtea scolii voastre.

.
.............................................................

M3 EXERSATI e P e P R PR R LI ITRIPPRROIIR

1. Demonstrati ca triunghiurile ABC si DEF sunt
asemenea (precizand cazul de asemanare), in fi-
ecare dintre urmatoarele situatii:

a. <A =50° <«B =70° <E = 70°,<D = 50°

b. <A = 48° <B = 59°, <E = 59°,<F = 73°;

c. <A =60° <D =60°,AB=9cm,BC=7cm,

DE =18 cm,DF = 14 cm;

d. AB = 5v2 cm, BC = 6v/3 cm, AC = 7/5cm,
DE = 15v2 cm, EF = 18 /3 c¢m, DF = 21+/5 cm;
e.AB=9cm,BC=1dm,AC=80mm,DE = 45 mm,
DF=0,4dm, EF =5 cm;

f. <B = 135° <N = 135°, AB = 6¢cm, BC = 7 cm,
DE =3 cm, FE = 35 mm;

g. <C = 50°, <N = 50° AC = 12cm, BC = 10 cm,
DE 6 cm, EF = 5 cm.

...........................................................

...........................................................

2. TriunghiurileABC si MNP au <A = <M, <A =
=90° <«B = 37° <N = 53°. Este adevarata asema-
narea AABC ~ AMNP?

3. Demonstrati ca orice douad triunghiuri drept-
unghice isoscele sunt asemenea.

4. Consideram triunghiurile isoscele ABC (AB = AC)
si DEF (DE = DF), astfel incat <A = <D. Demon-
strati cd AABC ~ ADEF. Precizati valoarea de
adevar a afirmatiei: Dacad un unghi al unui tri-
unghi isoscel este congruent cu un unghi al altui
triunghi isoscel, atunci cele doud triunghiuri sunt
asemenea. Argumentati!

5. In triunghiul ABC, AB = 8cm, AC = 6cm si

BC = 11 cm. Punctele D si E sunt pe prelungmle

..........................................................
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laturilor AB, respectiv AC, astfel incat BD = 1 cm,
: CE=6cm.

a. Demonstrati ca AABC ~ AAED.

: b. Demonstrati ca <ACB = <ADE.

c. Calculati lungimea segmentului DE.

6. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, <B = 72°,
: iar BD este bisectoarea unghiului B, D € AC. De-
monstrati ca ABDC ~ AABC.

7. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, iar medi-
. atoarea laturii AB intersecteazd dreapta BC in
punctul D. Demonstrati ca ADAB ~ AACB.

¢ 8.In triunghiul ABC, punctele D si E apartin latu-
. rilor AB, respectiv AC, astfel incat <ADE = <ACB.
: Demonstrati ca AD - AB = AE - AC.

9. In triunghiul ABC, cu <A > <C, punctul D € BC
. astfel incat «<BAD = <ACB. Demonstrati ca:
: a. ABAD ~ ABCA; b.BA*=BC-BD;

: 10. In figura aliturata punctele
A, B, C si D sunt situate pe cer-
: culde centru 0. Demonstrati ca:
i a. AAMC ~ ADMB;

b. AM - MB = DM - MC.

c

D
11. Pe prelungirea laturii AD a paralelogramului
ABCD consideram un punct M, astfel incat A si M
¢ sunt situate in semiplane diferite determinate de
dreapta DC. Punctul N este intersectia dreptelor
¢ MC si AB. Demonstrati ca:

: . MD  NB _
¢ a. AMDC ~ ACBN; b'MA+NA_1'

12. Inaltimile AD si BE ale triunghiului ascuti-
¢ tunghic ABC, D € BC si E € AC, se intersecteaza
in punctul H. Demonstrati ca:

: a.AAHE ~ ABHD; b.AH-HD =BH - HE.

13. In triunghiul ABC consideram inaltimile AA’,
: A’ €BCsiBB, B € AC. Demonstrati ca:
:a.CB-CA=CA-CB; b.CB-AA’=CA-BB.
14. In figura alaturata patratul ABCD are var-
: furile pe laturile triunghiului MNP. Calculati

.............................................................

CAPITOLUL 6

............................................................

M
lungimea laturii patratu-

lui, stiind ca NP = 15c¢m & ENC

si lungimea inaltimii ME,

a triunghiului, este egala " - F:- —,

cu 10 cm.

15. $tim ca AABC~ADEF, AB = 7 cm, BC = 6 cm,
AC =10 cm, DE = 77 cm. Calculati perimetrul tri- :
unghiului DEF. :

16. Consideram triunghiurile ABC si DEF, ast-
fel incat AABC ~ ADEF. Stiind cd AB = 8cm, :
AC=9cm,EF =15 cmsiraportul de asemanare al
celor doua triunghiuri este egal cu 0,5, calculati:

a. Lungimile laturilor DE si DF. :
b. Modulul diferentei dintre perimetrele celor :
doua triunghiuri. :
c. Raportul ariilor celor doua triunghiuri.

17. In triunghiul ABC consideram MN | BC, :

M € AB, N € AC si % = % Daca perimetrul tri- :

unghiului ABC este 30 cm, atunci calculati pe- :
rimetrul triunghiului AMN. Care este valoarea :
raportului ariilor celor doua triunghiuri? :

18. Triunghiurile ABC si MNP sunt asemenea si
aria triunghiului ABC este egala cu 225 cm?. :
a. Daca AB = 3 - MN, calculati aria triunghiului :
MNP. :
b.DacaA,, . =900cm? calculati valoarea rapor- :

tului de asemanare.

19. Fiind date doua triunghiuri asemenea, de- :
monstrati ca raportul lungimilor a doua mediane
(bisectoare) corespunzatoare (care au un capat :
in varfurile a doua unghiuri corespunzatoare)
este egal cu raportul de asemanare al celor doua :
triunghiuri. :

20. In trapezul ABCD, AB || CD, AB = 16cm, :
CD = 8cm si lungimea inaltimii este de 6 cm. :
Dreptele AD si BC se intersecteaza in punctul E.
Calculati aria triunghiului EDC. :

0
............................................................



CAPITOLUL 6

1. Considerdm un segment AB si un punct M situat pe dreapta AB. Construiti punctul M in
fiecare dintre cazurile:

a. M este situat pe segmentul AB si JA\/IIg
MB _

b. M este situat pe segmentul AB si 2= =

. M este situat pe segmentul AB si 5%

Edﬁlw ES[S .p|w

AM _
AB ~
d. M nu este situat pe segmentul AB si 5= %

2. Laturile unui triunghi sunt proportionale cu numerele 10, 15 si 12. Calculati perimetrul
triunghiului, stiind cad cea mai mare latura este egala cu 60 cm. Calculati raportul dintre
fiecare latura si perimetrul triunghiului.

3. Doua localitati A si B sunt legate de un drum in linie dreapta. La ora 8 dimineata o ma-
sind porneste din A spre B cu viteza de 80 km/h si o alta masina pleaca din B spre A cu
viteza de 60 km/h. Ele se intalnesc, dupa 2 ore, in punctul C.

a. Determinati distanta parcursa de fiecare dintre cele doua masini pana la punctul de
intalnire.

b. Determinati valoarea raportulul—c si calculati distanta dintre cele doua localitati.

4. Desenati un punct C in interiorul unui segment MN in fiecare din cazurile:

JMC_1. 4y MC_2  MC_4
NC 2 c 3 NC 3

5. In triunghiul ABC, MN||BC, M € (AB, dar nu pe laturg, si N € (AC, dar nu pe latura.

a.Daca AM = 6 cm, AB = 4 cm, AN = 8 cm, aflati lungimea segmentelor MB, AC, NC.

b. Dacd AM = 9,5cm, AB = 4,3 cm, AC = 8,6 cm, aflati lungimea segmentelor MB, AC, NC.

c. Dacd AM = 65 cm, AB = 2/5 ¢cm, CN = 86 cm, aflati lungimea segmentelor MB, AC, NC.

6. In triunghiul RPQ, punctele M si N ocupa pozitii omoloage la RP, respectiv RQ si MN]| PQ.
Daca RM = a, RN = ¢, PM = b si QN = d, care dintre urmatoarele egalitati sunt adevarate?
.E:E; b a+b:u+d; . ¢C __a : d,i:E‘

d ¢ d d d+c¢ b+a c d
7. In triunghiul ABC, MN||BC, M € AB si N € AC.
a.Daca AM = 4cm, AB = 10cm, AN = (x - 2)cm si NC = (x + 7) cm, aflati valoarea lui x.
b. Daca AM = 4 cm, AN = 6 cm, AB = (x + 3) cm si CN = (x + 1) cm, aflati valoarea lui x.
c.Dacda AN =xcm, AM = (x + 1) cm, MB = (x + 4) cm SiCN = (x + 2) cm, aflati valoarea lui x.

8. In triunghiul ABCM € AB si N € AC. Verificati dacd MN/||BC in urmatoarele cazuri:
a.AM =16cm,AB=14cm,CN=3cmsiAC=21cm.

b. AM = 10cm, MB = 4 cm, AN = 5 cm si AC = 7 cm.
¢.BM=3cm,AB=9cm,CN=5cmsi AC = 20 cm.

9. Stabiliti daca AABC ~ AEFG, in fiecare dintre urmatoarele cazuri:

a.9A =75°<4C=70°% 4G =70°si aE = 755

b. «B=36°, «F=36°, AB=18cm,BC=1,8dm, EF=200mm, FG=0,2 m;
C. <A =54°, 9B =57°, <E = 57" 5i <G = 697

PROBLEME RECAPITULATIVE



d.AB=8+7 ¢cm,BC=8+v/3 cm,AC=12V11cm, EF = 15V7¢cm, FG =183 cm, EG = 21 V11 cm;
e.AB=4+v/3 cm,BC=10v3 cm,AC=8vV6 cm,EF=2cm,FG=5cm, EG = 4/2 cm.

10. In triunghiulABC, EF||BC, E € AB si F € AC, AB = 20cm, BC = 2,5dm, AC = 0,18m, EF = 5cm. Calculati
perimetrele celor doua triunghiuri, raportul perimetrelor si raportul ariilor triunghiurilor. A fost necesar
sa calculati lungimile laturilor triunghiului AEF pentru a-i calcula perimetrul?

11. In patrulaterul ABCD, cu punctul M € AB, ducem MN||AC,N € BC si MP||AD, P € BD. Demonstrati ca
PN||CD.

12. Triunghiul ABC are laturile AB = 15¢m, BC = 12 c¢m si AC = 16 cm. Pe latura AB se alege punctul M
astfel incat AM = %AB si se construieste <BMN = <ACB, N € BC.

a. Realizati desenul.
b. Demonstrati ca AABC ~ ANBM si calculati raportul ariilor celor doua triunghiuri.
c. Calculati lungimile segmentelor MN si BN.

13. Triunghiurile dreptunghice ABC (<A = 90°) si BAD (< B = 90°) au <ABC = <ADB. Demonstrati ca lun-
gimea laturii AB este medie geometrica intre lungimile laturilor AC si BD.

14. Demonstrati ca triunghiul format de liniile mijlocii ale unui triunghi este asemenea cu triunghiul ini-
tial. Care este raportul ariilor celor doua triunghiuri?

15. In triunghiul ABC, din punctul D € AB se duc DE||BC, E € AC, EF||AB, F € BC si FG||AC, G € AB. Demon-
strati ca AD = BG.

16. Rombul ABCD are latura de 12 cm si <A = 60°. Punctele M si N impart latura AB in trei parti egale si
punctul P este mijlocul laturii BC. Daca ME||NF||BD||PQ, E € AD, F € AD si Q € DC, calculati lungimile
segmentelor AE, EF, FD, DQ, QC, PQ, NF si ME.

17. Segmentele AB si CD se intersecteaza in puncul 0. Daca AD||BC, AD = a si BC = b, iar E € AC cu propri-
etatea OE||BC, calculati lungimea segmentului OF in functie de asi b.

- ) ACTIVITATE PRACTICA R rr .
. 5'

Calculati adancimea unei fantani, pana
¢ la nivelul apei, cunoscand datele din figura
. alaturata.

L& e

.
.........................................................................................................................
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() TESTUL 1

Pentru cerintele primelor 2 exercitii alegeti raspunsul corect.
Pentru celelalte doua probleme redactati etapele de rezolvare.

1. In triunghiurile ABC si MNP se cunosc: AB = 6cm, AC=11cm, <A = 70°, NP = 60 mm,
PM =11cmsi <P = 70°. Atunci:
a. AABC ~ AMNP; b.AABC ~ ANPM; c.AABC ~ APNM,; d. triunghiurile nu sunt asemenea.

2. In triunghiul ABC, DE || AB,D € BC,E € AC, CE = 3cm, AE = 6 cm, BC = 12 cm si DE = 5 cm.
i. Lungimea segmentului AB este egala cu:

a.10cm; b. 15 cm; c. 20 cm; d. nu se poate calcula.
ii. Perimetrul triunghiului CED este egal cu:

a.36cm; b.24cm; c.12cm; d. nu se poate calcula.

3.In trapezul ABCD, AB || CD, AB = 25cm, CD = 15cm, AC = 20cm si AD = 10cm, O este
punctul de intersectie al diagonalelor, iar E este punctul de intersectie al laturilor AD si BC.
a. Calculati lungimea segmentelor AO si CO.
b. Calculati lungimea segmentului ED.
c. Calculati cat la suta din aria triunghiului EAB reprezinta aria trapezului ABCD.

4. Consideram rombul ABCD, cu <A < 90° si lungimea laturii egala cu [. O dreapta oarecare,
dusa prin punctul A, intersecteazé dreptele CB si CD in punctele M, respectiv N.

« MA _ 1,11
a. Demonstratl Cad g MN — CN Demonstrat1 ca CN + DN- T

Seacordd: 1.1p. 2. 2p. 3. 4p. 4. 2p. Oficiu 1p.
(J TESTUL 2

Pentru cerintele primelor 3 exercitii completati cu raspunsul corect.
Pentru celelalte doua probleme redactati etapele de rezolvare.

1. Punctul B apartine segmentului AC, astfel incat AB = 14 cm si AC = 21 cm. Valoarea ra-
portului 5= AB oste egalacu..

2. Segmentul MN are lungimea de 15 cm. Punctul A este situat pe dreapta MN, dar nu pe
segmentul MN, astfel incat % = % Lungimea segmentului AN este egala cu ... cm.

3. Daca AABC ~ ADFE, AB = 8cm, BC = 11 cm, AC = 9 cm si DE = 4 cm, atunci valoarea ra-
portului de asemanare este egala cu... sau cu.....

4. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, consideram punctul D apartinand laturii AC astfel

incat BC = BD.

a. Demonstrati ca ABCD ~ AABC.  b.Dacd AC = 10cm si BC = 8 cm, calculati lungimea
segmentului CD.

5. Consideram dreptunghiul ABCD, AB = 10 cm si BC = 4 cm. Punctul M apartine laturii AB
astfel incat MB = 4AM.

a. Calculati valoarea raportului A}g b. Demonstrati cd AAMD ~ ABCM.
c. Demonstrati cda DM 1 MC.

Seacordd: 1.1p. 2. 1p. 3. 1p. 4. 3p. 5. 3p. Oficiu 1p.



RELATII METRICE IN

TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

PROIECTII ORTOGONALE PE O DREAPTA

CAPITOLUL 7

R i= NEAMINTIM R O LR LU SR SR SIS )

Fiind date o dreapta a si un punct O avem urmatoarele doua situatii:

O¢a O€a
: v’ Trasand perpendiculara ON . ¥ v Trasand perpendiculara OM pe  ~ M
- pedreaptaa, ON L a, N € a, spu- :-?'Ir dreaptaa, OM L a, M & a, spunem "'“:
nem ca am cobordt o perpendicu- [ ca am ridicat o perpendiculara in |
: lara din O pe dreapta a. : O pe dreapta a. :
: Spunem ca N este piciorul per- | In acest caz punctul O coin- |
pendicularei din O pe a. - cide cu piciorul perpendicularei 75
‘ in O pe a.
A
Se numeste proiectie ortogonald a unui punct pe o dreapta pi- :
ciorul perpendicularei duse din acel punct pe dreapta. i
enotampr, A=A’ AA’ L d, A edsiA¢d, I
edacaBed,pr,B=B. || i
A B

@ OBSERVATIE  ZREStrrr e o P PP PP PP PP PO .

Sd observam constructiile geometrice urmatoare:

il

»Aed=pr,A=A,pr,B=Csipr,E=FE - proiectia punctului E, ca punct ce
: apartine segmentului AB, este punctul E’, situat pe segmentul AC. :
: < pr,M=P,pr,N=Q,pr,F=F;F este situat pe segmentul MN, iar proiectia lui
: este pe segmentul determinat de proiectiile punctelor M si N; MNQP este trapez :

dreptunghic si MN > PQ.

% Punctele unui segment initial se proiecteaza pe o dreapta formand un seg-
ment pe acea dreapta determinat de proiectiile capetelor segmentului initial. :
% Consideram RS || d; pr,R =T, pr,S = U; RSUT este dreptunghi si RS = TU.
% Punctele K si L sunt astfel incat KL L d si pr,K = pr,L = O. Toate punctele
: segmentului KL se proiecteaza in acelasi punct O.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo



CAPITOLUL 7

»
.

csese

csee

csee

.
°

* Formulati concluziile!

K \) ACTIVITATE PRACTICA } - SA INVTM! .......................................

.

% Proiectia ortogonala a unui segment pe o dreapta este un :
segment sau un punct: :

e pr,AB = A’B’,daca AB nu este perpendicularped, A’=pr A :
siB =pr, B; A’ diferit de B’;

epr,AB=0,daca AB L d,decipr,A=pr,B=0.

+ Proiectia unui segment pe o dreapta are lungimea mai mica
sau egala cu lungimea segmentului.

Pliati o foaie de hartie
dreptunghiulara dupa una
dintre mediatoarele sale.
Desfaceti la loc foaia si, din
segmentul de hartie cores-
punzator indoiturii realizati
o fanta foarte subtire (nu
chiar de la capetele hartiei).
Folositi o muchie a bancii si
o lanterna pentru a lumina
foaia de hartie, dispusa la o
indltime nu foarte mare de
banca, de deasupra acesteia
spre muchia bancii, astfel
incat sa se poata observa
dara luminoasa pe muchie.
Faceti legatura cu constructi-
ile proiectiilor unui segment.

% Proiectia unui segment pe o dreapta se reduce la un punct
cand segmentul este perpendicular pe dreapta.

csesseves

.
.
.
»
.

.

cesee

|
Al B lf}
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Teorema inaltimii, teorema catetei

Fie AABC, <A = 90° si inaltimea AD, D € BC. Sa demonstram asema-
narea AABD ~ ACAD si sa scriem sirul de rapoarte derivat din aceasta.
Rezolvare. <ABD = <CAD (complementele <C) si <ADB = <CDA (90°) =

EXERSAM iIMPREUNA

AB _ BD _ AD
= AABD ~ ACAD = ~+ CA=AD = CD
BD _ AD

In proportia 57 = =5, care contine lungimea inaltimii si lungimile pro-
iectiilor catetelor triunghiului ABC pe dreapta suport a ipotenuzei acestuia,
aplicam proprietatea proportiilor: BD - CD = AD - AD < AD?=BD - CD.

|

I
I
o

Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea inaltimii corespunzitoare ipotenuzei este

‘ ' media geometrica a lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza:

AABC, <A =90° AD L BC,D € BC: atunci AD = vBD - CD sauAD?=BD - CD

R O OBSERVATIE  ZEEE T U P I TIPS

: Pentru a simplifica exprimarea, folosim in loc de proiectiile catetelor pe :
: dreapta suport a ipotenuzei exprimarea proiectiile catetelor pe ipotenuzd.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°°
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CAPITOLUL 7

» Sa reluam problema si sa demonstram si asemanarea
AABD ~ ACBA:
Rezolvare. <ABD = <CBA (unghi comun celor doua triunghiuri)

§i <ADB = <CAB (unghiuri drepte) = AABD ~ ACBA = 45 =50 - 2B
AB _ BD

CB-m:AB-BA=CB-BD©AB2=CB~BD

EXERSAM iIMPREUNA

Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea unei catete este media geometrica a lungi-
mii ipotenuzei si a lungimii proiectiei catetei pe ipotenuza:
AABC, <A =90°, AD 1 BC, D € BC: atunci AB = vBC - BD sau AB? = BC - BD,
AC=+vBC-CDsauAC*=BC-CD

l TEoREMA B
- ALY

Ce asemanare de triunghiuri sustine relatia din teorema catetei, pentru cazul AC?
Demonstrati asemanarea si prelucrati sirul de rapoarte pentru a justifica teorema

pentru cateta AC.

> In triunghiul dreptunghic
ABC, 4A = 90°, consideram AD 1| BC,
D € BC. Stiind ca AB = 15cm si BC = 25 cm,
calculati BD, DC, AD si AC.

Ipoteza: AABC, <A =90° AD inaltime
AB =15cm i BC = 25cm

EXERSAM IMPREUNA

|
|
3
D

Concluzie: lungimile segmentelor: B c
BD, DC, AD si AC
Demonstratie:  Pentru cd se cunosc lungimea unei catete si

a ipotenuzei, aplicdm mai intdi teorema catetei si putem astfel
afla lungimea proiectiei acesteia pe ipotenuza: AB*> = BC - BD &
& 152=25-BD & BD = 225:25 < BD =9 cm. Folosind calcule cu
lungimi de segmente: DC = BC - BD < DC = 16 cm.
Din teorema indltimii: AD?*=BD - CD & AD? =144 < AD =12 cm.
Aplicand teorema catetei: AC> = BC - CD & AC? = 400 < AC = 20cm.
» Folosind notatiile din figura alatu-
ratd, calculati:
a. h stiind cd m = 4cm si n = 10cm;
b. ¢ stiind cd m = 6cm si n = 12cm;
c.mstiind cah=5v3 cmsin=15cm.
Rezolvare: a. Aplicam teorema inaltimii: h = v4-10 < h =
2v/10 cm; b. Calculam mai intdi a = m + n < a = 18 cm si apoi
aplicam teorema catetei: ¢ = V6 - 18 & ¢ = 6/3 cm; c. Folosim
teorema inaltimii: h2=m - n< (5v3)2=m- 159 m=>5cm.

i —_— -

. IMPORTANT

v' Vedeti in desen sase :

¢ lungimi de segmente (con- :
form notatiilor): catetele, ipo-
: tenuza, indltimea si cele doua :
proiectiialecatetelorpeipote-
. nuza. Cele doua teoreme stu- -
diate, impreuna cu teorema
: lui Pitagora pe care urmeaza :
sa o aprofundam, ne permit,
: cunoscand doua dintre lun- :
i gimile segmenetelor enume- :
¢ rate,
patru lungimi de segmente.

calcularea celorlalte :

v Nu oricare doua lungimi :

: cunoscute vor permite afla- :
: rea celorlalte patru lungimi :
¢ de segmente! Discutati la ni- :
: velul clasei cazurile si formu- :
. lati concluziile potrivite! .

.
...................................



CAPITOLUL 7

B (3 EXERSATI

1. Realizati pe caiet desenul alaturat si construiti:
. a. Proiectiile punctelor A, G si H pe dreapta d.

b. Proiectiile segmentelor CD, MN, EF si PQ pe dreapta d.

: 2. In triunghiul ABC, AB = AC, consideram
D=pr, A,E=pr,.DsiF=pr,D.

: a. Demonstrati ca BD = DC.

b. Numiti segmentele care reprezinta: pr,.AC,
pr,ADsipr, AD.

: c. Demonstrati ca BF = CE.

3. Consideram triunghiul echilateral ABC cu AB =
: = 8cm. Determinati lungimea proiectiei laturii
AB pe dreapta BC si demonstrati ca ea este egala
: culungimea proiectiei laturii AB pe dreapta AC.

4. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, con-
: sideram indltimea AD, D € BC.

a. Numiti segmentul care reprezintd proiectia ca-
: tetei AB pe dreapta BC.

b. Demonstrati ca suma lungimilor proiectiilor
. catetelor pe BC este egala cu lungimea ipotenuzei.
: . Demonstrati cd AABD ~ ACAD si AABD ~ ACBA.

5. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90° si
: AD 1 BC,D € BC.

Se stie:

: a.BD=6cm,DC=10cm,
b.AB=5+v/3 cm,BD=5cm,
: c.AD=4v3cm,BD=4cm,

Se cere:

AD, BC, AB si AC;
BC, DC, AD si AG;
DC, BC, AB, AC si
masura <C;
BD,DC,BC,AD si AB.

: d.AC=6v6cm,DC=2-BD

6. In triunghiul dreptunghic isoscel ABC, <A = 90°,
lungimea ipotenuzei este egala cu 12 cm. Calcu-
. lati lungimea catetelor si a indltimii corespunza-
: toare ipotenuzei.

7. In triunghiul dreptunghic isoscel ABC, <A = 90°,
¢ lungimea unei catete este egala cu 8 cm. Calcu-
. lati lungimea ipotenuzei si a inaltimii corespun-
zatoare acesteia.

8. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea unei
catete este 6 cm, iar lungimea medianei cores- :
punzatoare ipotenuzei este 3+/3 cm. Calculati
lungimile: ipotenuzei, a proiectiei catetei cu- :
noscute pe ipotenuza, a catetei necunoscute si a :
indltimii corespunzatoare ipotenuzei. :

9. In dreptunghiul ABCD construim AE L BD, :
E € BD. Calculati aria si perimetrul dreptunghiu- :
lui stiind ¢a DE = 2v/3 cm si BE = 4+/3 cm. :

10. In trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD, <A =
=90°,AB=14cm,DC=6 cmsidiagonala ACLBC. :
Calculati lungimea laturii AD si aria trapezului. ~ :

11. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea :
proiectiei unei catete pe ipotenuza reprezinta
dublul lungimii inaltimii corespunzatoare ipote- :
nuzei. Stiind ca lungimea ipotenuzei este 10 cm,
calculati lungimea catetelor si a inaltimii.
12. Cercul din figura alatu- =
rata are centrul in punctul O

si lungimea diametrului AB o

de 20 cm. Mediatoarea seg- * "
mentului OB intersecteaza \-/
cercul in punctele D si E.

Calculati lungimea segmen-

tului DE.

13. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, diagonala
AC este perpendiculara pe BC. Stiind ca AB=20cm :
si DC = 12 cm, calculati lungimea inaltimii, aria
si perimetrul trapezului. :
14. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, con-
siderdm mediana AM, M € BC si indltimea AD,
D e BC. Stiind ca AM = 9 cm si DC = 2BD, calcu- :
lati lungimile laturilor triunghiului. :



CAPITOLUL 7

TEOREMA LUI PITAGORA

In clasa a VI-a ati invatat teorema lui Pitagora, verificand relatia prin masurarea laturilor unui triunghi
dreptunghic. Sa ne amintim si sd demonstram teorema:

In orice triunghi dreptunghic, suma patratelor lungimilor catetelor este egald cu

' patratul lungimii ipotenuzei:
" Gy AABC, <A =90°= AB*+AC*=BC*(c} +c; =1’

""" Ipotezd: AABC, <A = 90°
Concluzie: AB?>+AC?=B(C? -
Demonstratie:  Construim inadltimea AD L BC, D € BC si
aplicam teorema catetei pentru fiecare dintre catete:

AB?=BD-BC _ + , )
oD pCy——AB*+AC*=(BD+(D) -BCe&

< AB*+AC?=BC~

Consideram triunghiul EXERSAM 'iM PREUNA _ E
dreptunghic ABC, <A = 90", v Teorema lui Pitagora este :

la. P a'c f AB, =12 'cm Al - E};Em’ una dintre cele mai cunoscute
calcu’afi fungimea ipotenuzel 5¢. - simaifolosite teoreme din geo-

b. Daca AC = 8 cmsi BC = 12 cm, calculati lungimea catetei AB. " metrie. Ea face legitura dintre :

Rezolvare. o L ) ) cele trei laturi ale triunghiului

a.2AABC,2<tA =90°si aphcim teorem.a lui Pitagora: BC>*=AB - dreptunghic, permitand cal-
+AC?©BC* =144 + 205 ©BC*=169, dec1Bc=@:»Bc= 13, cm. culul lungimii uneia dintre
SRS R clc v cind se cunosc
AT ’ ~ lungimile celorlalte doua.

. SA INVTM! .......................................... . DESCOPERITI

' Relatia din teorema lui Pitagora se : ¢ Discutati la nivelul clasei
. poate scrie echivalent (in functie de la- i i cecunostinte invatate pand la
! tura necunoscutd) astfel: : i acest moment (la geometrie, :
BC?=AB*+AC*© AB*=BC?- AC? ¢ i catsila algebrd) au permis :

o e . . :

< AC*=B(C?-AB~

. «
..............................................................................

¢ acumdemonstrarea siaborda- :
¢ rea unei serii mai largi de pro- :
* bleme. Formulati concluziile!

169



CAPITOLUL 7

.
....................................

Fie triunghiul echilateral

ABC, AB = 9 cm, In care construim
indltimea AD, D € BC. Calculati lungimea

lui AD.

Rezolvare. In triunghiul echilateral ABC,
indltimea AD este si mediand, deci BD = DC

= % Aplicam teorema lui Pitagora in AADC,
<D=90%:AD?*=AC?>- DC*<AD?=81

93

_81-3 . _
S AD* === , deci AD ==

. DESCOPERITI

... din rezolvarea proble- :

: mei observam:
v 92+122=152&

< AB?+ AC?=BC(C?, care re-
: prezintarelatiadintre laturile :

¢ unui triunghi dreptunghic;

¥ Din congruenta celor :
v doud triunghiuri obtinem :
© <A = <D, deci si triunghiul :
: ABC este dreptunghic, cu :

T <A =90°

.
.....................................

A ReciproCA

- IMPORTANT

Mai general, putem spune
ca: intr-un triunghi dreptun-
. ghic isoscel lungimea ipo- :
: tenuzei este cvJ2, unde am
: notat cuc lungimea comunda
* celor doud catete congruente.

Fie triunghiul dreptunghic
isoscel ABC, <A =90° si AB = 7 cm.
Calculati lungimea ipotenuzei BC.

Rezolvare. AABC este dreptunghic; aplicam
teorema lui, Pitagora:

AB?+AC? = BC? © B(C? = 49+49 &
BC?=98,deci BC=+v98 = BC=7V2

EXERSAM IMPREUNA

EXERSAM IMPREUNA
©  Maigeneral, putem spune ca: :

Inaltimea unui triunghi echi-
lungimea l‘f, :
unde am notat cu l lungimea
v laturii triunghiului. :

lateral are

81 & R | e

Fie triunghiul ABC, in care
lungimile laturilor sunt: AB =9 cm,

EXERSAM IMPREUNA

AC=12cmsiBC=15cmsi

triunghiul dreptunghic DEF, 8

12 cm. Demonstrati ca

AABC = ADEF.

rema lui Pitagora in ADEF, <D = 90°: EF? = DE? + DF*s
EF?=225= EF = 15 cm, deci BC = EF. Tinand cont de ipotezele

E
<D = 90° si DE = 9 cm si DF = ’\ N
& - : ¥
Rezolvare. Aplicam teo- A & 5 "
privind lungimile laturilor, avem AB = DE si AC = DF.

AB = DE LLL
Putem deci spune ca : AC = D F|——=AABC = ADEFF.
BC=EF

RECIPROCA TEOREMEI LUI PITAGORA

Daca intr-un triunghi suma patratelor lungimilor a doua dintre laturi este egala cu
patratul lungimii celei de-a treia laturi, atunci triunghiul este dreptunghic. Unghiul
drept este unghiul opus celei mai mari dintre laturi.

AABC, AB? + AC? = BC*>= AABC dreptunghic, <A = 90°



B {3 EXERSATI

CAPITOLUL 7

¢ 1.In triunghiul ABC, <A = 90°. Asociati fiecarei litere din coloana A numarul corespunzator din coloana B:

AB=9cm,AC=12cm,BC~=...
AB=10cm, BC=10,/3cm, AC=...
BC=12,/5cm, AB = 2AC,AC=...
BC=18cm, <C=30° AC=...

A B
a. 1 1042
b. 2 93
c 3. 15
d 4 16
5 12

¢ 2. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, construim
: inaltimea AD, D € BC.

¢ a. Stiind cda AC = 25cm si BC = 48 cm, calculati
: lungimea indltimii AD.

¢ b. Stiind ca AB = 17 cm si AD = 15 cm, calculati
: aria triunghiului.

3. Consideram rombul ABCD, in care punctul O
. este intersectia diagonalelor.

: a.Stiind cd AC = 24 cm si BD = 12 cm, calculati lungi-
. mea laturii rombului si distanta de la O la latura BC.
: b. Stiind c& <A = 60° si AB = 10 cm, calculati lun-
gimile diagonalelor si aria.

4. Consideram dreptunghiul ABCD.

: a. Daca AB = 65 cm si BC = 12cm, atunci AC
este egala cu...cm.

 b. Daca AD = 6cm si BD = 645 cm, atunci AB
este egala cu...cm.

: 5. Consideram patratul ABCD si punctul O inter-

sectia diagonalelor acestuia.

: i. Dacd AB = 6cm, atunci lungimea lui AC este

: egald cu:

a)3cm; b)3V2cm;
I

c)6cm; d)6v2cm.

g’ v

m

fE

¢ ii. Daca BD = 8 cm, atunci lungimea laturii AB
. este egala cu:

a)4cm; b)4v2cm; c¢)8cm; d)8v2cm.

iii. Dacd CO = 5 cm, atunci lungimea laturii patra- :
tului este egala cu: :
a)10v2cm; b)10cm; c¢)5vV2cm; d)5cm. :
6. In paralelogramul ABCD, diagonala BD este :
perpendiculara pe latura AD. Daca AB = 4+/5 cm
si BD = 8 cm, calculati perimetrul si aria lui ABCD.
7. In triunghiul ABC consideram indltimea AD, :
D € BC. Stiind cd AB=8cm,BC=16cmsi AD =
= 27 cm, calculati lungimea laturii AC. :
8. Stabiliti daca triunghiurile urmatoare sunt
dreptunghice, indicand unghiul drept.

a. AABC: AB=17cm,AC=15cm si BC = 8 cmy; :
b. ADEF: DE = 2dm, EF = 2+/3 dm si DF = 40 cm; :
¢. AMNP: MN =900 cm, NP = 3v/13 m, MP = 60dm; :
d. AGHI: GH = 3V2 cm, HI = 23 cm, GI = V6 cm

9. In paralelogramul ABCD se cunosc lungimile:
AB=14cm, AC = 7V5 cm si AD = 7 cm. Determi- :
nati lungimea diagonalei BD.
10. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC = 8 cm, punc-
tul N este mijlocul laturii AC, iar BN = 43 cm. :
Demonstrati ca AABC este echilateral.

11. In patratul ABCD, cu lungimea laturii de 12 cm,
consideram punctul M, mijlocul laturii AB si punc-
tul N situat pe latura BC astfel incat BN = 3 cm.

a. Calculati lungimile segmentelor DM si MN.

b. Demonstrati ca DM L MN. :
12. in trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD, :
<A =90°,AB=13cm,CD=9cmsiBC=2+v/13 cm.
Calculati lungimea laturii AD si demonstrati ca :
AC L CB. :
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B () EXERSATI = [EEESTITEIIIIITRRRRRS

13. In triunghiul ABC, <A = 90°, punctul M este
mijlocul laturii AB.

a.Daca AB =12 cm si BC = 13 cm, demonstrati ca
CM < 8 cm.

b. Daca AC = 4cm si CM = 5 cm, calculati perime-
trul triunghiului ABC.

14. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°,
construim bisectoarea BD, D € AC. Stiind ca AB
=2+/6 cm, BC = 6/6 cm, calculati lungimile seg-
mentelor AC, AD si BD.

15. Pe laturile AB si respectiv AC ale triunghiu-
lui dreptunghic ABC, <A = 90°, AB = 6cm si
AC = 12cm, consideram punctele D si E astfel
incat AD = 4cm si AE = 2cm. Demonstrati ca
BC = 3DE, calculand lungimile celor doua seg-
mente. Utilizati asemanarea triunghiurilor.

16. In dreptunghiul ABCD, punctul O este inter-
sectia diagonalelor, AC = 12 cm si <AOD = 60°.

a. Aratati ca lungimea laturii AB este 63 cm.

b. Pe prelungirea laturii AB consideram punctul
E astfel incat BE este o treime din AB. Demon-
strati ca AC L CE.

17.Intrapezul isoscel ABCD, AB || CD,AB = 18 cm,
CD = 12 cm si lungimea indltimii trapezului este
6 cm. Calculati aria, perimetrul si lungimea dia-
gonalelor trapezului.

Daca acest trapez ar reprezenta un teren

. care trebuie imprejmuit cu un gard, care dintre

© Referitor la fereastra din figura alaturatd, s-au facut masuratorile si no-
. tatiile pe desen. Explicati cum folosim valorile pentru a verifica faptul ca fe-

reastra are forma dreptunghiulara. Verificati.

Rezolvare.

v" Congruenta laturilor opuse justifica faptul ca forma ferestrei este cel

putin paralelogram.

© v 452=2025,602=3600si 752 = 5625 si are loc egalitatea 45% + 602 = 752
¢ & AB?+ AC? = BC? deci, conform Reciprocei teoremei lui Pitagora, triun-

ghiul ABC este dreptunghic, cu <A = 90°.

elementele pe care le-ati calculat in problema :
v-ar fi folositor pentru a afla cati metri de gard
sunt necesari? Daca vreti sd cumparati cantitatea :
de gard necesara, veti folosi exact valoarea obti-
nuta? Ce veti face?

18. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB = 8 cm,
BC = 10cm si CD = 24 cm. Calculati aria trapezu- :
lui si verificati daca DB 1 BC.

19. In trapezul isoscel ABCD, AB || CD, AB = 6 cm,
CD = 8 cm, diagonalele AB si CD sunt perpendi- :
culare si punctul O este intersectia diagonalelor.
Calculati lungimile segmentelor AO, AC, AD, pre- :

cum si aria trapezului. :
D c :

20. In figura alaturata este
prezentata schita unui parc, “ %
ABCD dreptunghi, straba- iy
tut de o alee, reprezentata
de diagonala AC. Se doreste :
construirea a doua alei, BE si DF, care sa faca le-
gdtura dintre intrdrile marcate cu punctele B si :
D cu aleea deja construita. Pentru ca timpul de :
construire si costurile sa fie minime, cele doua
alei trebuie sa aiba lungime minima. Se stie ca :
AB =80msiBC=60m. Calculati distantele de la
punctele E si F la punctul C. :
Calculati lungimea drumului minim pe care
il parcurge o persoana care intra in parc prin :
poarta B si iese prin poarta D.




CAPITOLUL 7

NOTIUNI DE TRIGONOMETRIE
IN TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

IMPORTANT

» Observam in figura alatu- EXERSAM IMPREUNA

rata: AABC, <A = 90°, paralelele
/\/ﬁ(

Cu alte cuvinte, acest ra- :
¢ port nu depinde de triunghiul :
in care se considerd unghiul,
¢ iar concluzia este ca raportul :
dintre lungimea catetei opusa :

DE || ACsi FG || AC, precum si cele doua
triunghiuri dreptunghice nou obtinute,
AEBD si AGBF, avand unghiul B comun
cu AABC.

DE _BD_  DE _CA.

AEBD ~ AABC = =4 = 369Bp = BO g e ¢ unui unghi ascutit si lungimea
FG _BF ._FG _CA * ipotenuzei depinde de unghi.
AGBF ~ AABC= ¢4 = 5¢ ©BF = BC- e e
CA DE _ FG 252 3 . .
Obtinem £~ C = BD ~ BF adica, pentru oricare dintre cele trei

triunghiuri, raportul dintre lungimea catetei opusa unghiului B . DESCOPERITI

si lungimea ipotenuzei este acelasi (constant).
» Sa consideram si triunghiul dreptunghic BFH, care contine

unghiul B (observam desenul), si asemanarea ABFH ~ ABAC
FH _ CA

¢ Folosind aceeasi metoda :
¢ se poate verifica faptul ca :
. exista si alte rapoarte con-

FH _ BH ‘
(UU): =1 = B¢ proportie echivalenta cu 55 = 3¢ Asadar, si pen- © stante care se pot forma cu '
tru ABFH raportul dintre lungimea catetei opusa unghiului B si laturile unui triunghi drept-

lungimea ipotenuzei este egal cu sirul de rapoarte anterior. ¢ unghic, rapoarte care depind
. de unghiurile ascutite ale
'.' tr1ungh1ulu1

% Sinusul masurii unui unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic este raportul
dintre lungimea catetei opuse unghiului si lungimea ipotenuzei.

% Cosinusul masurii unui unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic este rapor-
tul dintre lungimea catetei alaturate unghiului si lungimea ipotenuzei.

¢ Tangenta masurii unui unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic este rapor-
tul dintre lungimea catetei opuse unghiului si lungimea catetei alaturate unghiului.

% Cotangenta masurii unui unghi ascutit al unui triunghi dreptunghic este rapor-
tul dintre lungimea catetei alaturate unghiului si lungimea catetei opuse unghiului.

S OBSERVATII OO PP PP PP PP PP PPRPRITTIIIN )

: % Pentru a simplifica exprimarea, folosim in loc de sinusul (cosinusul, tangenta, cotangenta) mad-
¢ surii unghiului exprimarea sinusul (cosinusul, tangenta, cotangenta) unghiului.
¢ Scrierea prescurtatd pentru sinus, cosinus, tangentd, respectiv cotangentd este sin, cos, tg, ctg.

.
..........................................................................................................................



CAPITOLUL 7

R\ DESCOPERITI L SA INVATAM!

. Scriefi rapoartele cores- ¢ Referitor la unghiul B din AABC reprezentat in figura alatu-
. punzdtoare pentru sinusul, : ! 33 avem: !

¢ cosinusul, tangenta si cotan- @ ¢ SinB = lungimea catetei opuse _ AC
: genta unghiului C. E lungimea ipotenuzei — BC’
lungimea catetei aldturate _
+ COSB = ,
. lungimea ipotenuzei BC

- _ lungimea catetei opuse
c8b= lungimea catetei aldaturate AB’

lungimea catetei aldturate _ AB
lungimea catetei opuse ~ AC

ctgB =

.
» .
o o ®

» Fie AABC, <A = 90°. Construim un triunghi dreptunghic care sa
aiba aceeasi ipotenuzd, BC. Observati, in figura alaturata, AIBC, unde
am folosit un cerc cu diametrul BC, pentru a putea construi mai usor
un nou triunghi dreptunghic de aceeasi ipotenuzé BC.

AABC: sinABC = iar in AIBC: sinIBC = =

BC ’
In AIAC, latura IC se opune unghiului obtuz, deciIC > CA=> é—% > g—g

Retine: Pentru orice doud unghiuri ascutite B,, B,, daca <B, < <B, atunci
sinB, < sinB,.

» Fie triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, AB = 6 cm si AC = 8cm.

a. Calculati sinusul, cosinusul si tangenta unghiului C. B

b. Calculati lungimea segmentului MN, unde punctul Meste mijlocul la- u,\
turii AC si MN L BC, N € BC. N

Rezolvare: %

N . : AB _ 6 _ 3 g
a. Teorema lui Pitagora in AABC: BC = 10cm, sinC = BE=10°- 5 /b\
_ AC 8 _4 _3

cosC =% _O_E’th_Z A ) c

b. InAMNC, <N =90°, MC=4cm,sinC=N 2 =MN yn-12cm,

Observatie: Se poate determina MN si din asemanarea ACMN ~ ACBA.

» Consideram triunghiul dreptunghic MNP, <M = 90°; se cunosc: MP = 6 cm si N
sinN = 0, 4. Calculati NP, cosN, sinP si tg P.

Rezolvare: sinN = —@ 0,4 = —@NP =15cm;

Pentru calcul cosmusulul ungh1ulu1 N avem nevoie de lungimea catetei MN si
aplicam teorema lui Pitagora pentru a o determina: MN = 3v21 cm; cosN = % &
cosN=g;sinP Alggc»smP—EtgP @tgP—E

174



CAPITOLUL 7

» Consideram triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, <B = 30° si EXERSAM IMPREUNA
AC = b. Calculati sinB, cosB, tg B si ctg B.
Rezolvare: Aplicand teorema unghiului de 30°: BC = 2 - AC = BC = 2b;

sinB = g—g S sinB = 2% & sinB = % = sin30°= %
Pentru a calcula cosB avem nevoie de AB si, aplicand teorema lui

b
Pitagora, obtinem AB = b3, cosB = @ COSB = ‘E => c0330°=£;
auﬂ

th=£@th—bJ_@th—£=>tg30—£;cth ABc»E A
ctg B = b‘/—c»cth V3 = ctg 30°= V3;

Folosmd faptul ca «C = 90°-<B = <C = 60°, calculati singuri sin60°, cos60°,
tg 60° si ctg 60°.

» Consideram triunghiul dreptunghic isoscel ABC, <A = 90° si AB = AC = L. {
Calculati BC, sin45°, cos45°, tg 45° si ctg 45°.

Rezolvare: BC = [v/2, sinB = 5= @ sin45°= Q. Calculati si celelalte valori. B i A

. IMPORTANT
X x sinx cosx tgx ctgx

Reamintiti-va proprietatile cazurilor particulare ale triun- :
Lo ’ . I o . o 30° 1 /3 /3 J3 :
+ ghiului dreptunghic cu masurile unghiurilor ascutite de 30 2 2 3 :
. si de 60°, respectiv triunghiul dreptunghic isoscel, avand un- 45° 2 2 ] ; :
. ghiurile ascutite de masura 45°. Proprietatile laturilor respec- 2 2 :
¢ tivelor triunghiuri, precum si definitiile pentru sinus, cosinus, 60° V3 1 J3 V3
i ’ ’ 2 2 3

¢ tangenta si cotangentd, va vor ajuta sa retineti mai usor valo-
rile trigonometrice asociate masurilor unghiurilor de 30°, de 45°, respectiv de 60°.

Studiati tabelul alaturat si identificati si alte particularitati care sprijina retinerea valorilor trigo-
nometrice! Discutati la nivelul clasei concluziile la care ajungeti!

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T R TR T I TR T T I TR TR

sin(40) - :
© Pentru a calcula valoarea ¢ Desenati un triunghi as- :
© aproximativd a sinusului unui ¢ cutitunghic ABC. Puteti ex- :
. unghi ascutit puteti folosi un : prima sinusul unghiului A :
¢ calculator stiintific (cum aveti, ¢+ folosind laturile triunghiu- :
. de exemplu, pe telefon). Obser- ¢ lui? Care dintre liniile impor- :
vati in imaginea alaturata valoa- - ¢ tante ale triunghiului trebuie
| rea aproximativa pentru sin 40°= 0,642. : desenata pentru a putea ex- :
Valoarea aproximativa pentru sinusul oricirui unghi ascutit, : @ prima sinusul cerut cu aju- :
. exprimat in grade (numere naturale) poate fi aflat si din tabele : : torul lungimilor a doua seg- :
" trigonometrice pe care le puteti gasi prin accesarea unor site-uri : : mente din desen? Formulati
: cu resurse educationale deschise. : oconcluzie!

. . .
................................................................................................................



CAPITOLUL 7

Trigonometria (din limba

. greaca tpiyovog trigonos = ginea alaturata si ar-
- triunghiular si pérpov métron gumentati modul in L
© = masurd) este o ramura a care se poate calcula T T

- matematicii care studiaza
- unghiuri, triunghiuri si func-
- tii trigonometrice precum si-
" nusul, cosinusul, tangenta si
- cotangenta.

activitatii.

P Y T

.

1. Pentru fiecare dintre triunghiurile urmatoare,
raspundeti cerintelor date:

a. AABC: <wA = 90°, AB = 4cm, BC = 6 cm, calcu-
lati sinC;

b. ADEF: <D =90°, DF = 5 cm, EF = 8 cm, calculati
cosF;

c. ABCD: «C=90° BC=6cm,CD =9 cm, calculati
tg B;

d. AMNP: <P = 90°, MP = 6 cm, NP = 10 cm, cal-
culati ctg M.

2. Pentru fiecare dintre triunghiurile urmatoare,
calculati lungimea laturii necunoscute:

a. AABC: wA = 90° AC = 6¢cm, sinB = %, calculati
BC;

b. AMNP: <M = 90° PN = 10 cm, cosN = %, calcu-
lati MN;

c. ACOD: <0=90°CO=15cm,tgD =3§, calculati OD.

3. In triunghiul ABC, <A = 90°, AB=9cm si AC =
6 cm. Calculati sinB, cosB si tg C.

0900000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

.
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» Observati ima-

inaltimea cladirii (ce ==
se poate madsura, ce
formula se poate folosi, ...)

» Studiati instrumentul alaturat si ar-
gumentati utilitatea lui in desfasurarea

® S P 0000 0000000000000 080000000 0800000000000000000080000080000000 0000000000 O

-fo EXERSATI ~  SXCCCCTTIIIITTITTTT

4. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC = 10cm,
BC = 16 cm si punctul D este mijlocul laturii BC.
Calculati: a) cosC; b) AD; c)sinC.

5. Folosind tabele trigonometrice sau un calcu-
lator stiintific, precizati valorile aproximative
pentru: sin25° cos65°, tg40°, ctg50°. Comparati
rezultatele intre voi. Explicati posibilele dife-
rente dintre rezultate!

6. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, <B
= 40° si BC = 25 cm. Calculati valorile aproxima-
tive ale lungimilor catetelor triunghiului (se vor
folosi aproximarile cu trei zecimale pentru sinus
si cosinus de 40°).

7. Fiind dat un triunghi dreptunghic ABC, <A =
90°, exprimati sinusul, cosinusul si tangenta un-
ghiurilor ascutite in functie de laturile triunghiu-
lui si demonstrati relatiile:

a) cosB = sinC; b) sinB = cosC;

; 1. __1 .
¢)sin?B+cos?’B=1; d) cth—th,
_ sinB, _ cosB
e)tgB= L f)ctgB = SnB"

.
0000000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000CRCOIEOLIOIOLTL®

ﬁ R % STIATICA...? L \) ACTIVITATE PRACTICA BRITIITr rTr T rrr I o rrrevpnrrag

csesesccsssvee

csese

0
0
»
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CAPITOLUL 7

REZOLVAREA TRIUNGHIULUI DREPTUNGHIC

In clasa a VI-a ati invatat cazurile de constructie ale triunghiurilor oarecare si le-ati particularizat in
cazul triunghiurilor dreptunghice. Faptul ca un triunghi este bine determinat atunci cand se poate con-
strui cunoscand, de regula, trei dintre elementele sale, v-a permis ulterior sa folositi aceleasi combinatii
de elemente ale unui triunghi (LLL, LUL, ULU) pentru a demonstra congruenta acestora. In situatia parti-
culard a triunghiului dreptunghic, numarul de elemente necesare in constructie/congruenta (exceptand

unghiul drept) scade la doua - CC, CI, CU si IU.

Folosind, dupa caz, proprietati ale triunghiului dreptunghic, precum si relatii metrice (teorema catetei,
teorema indltimii si teorema lui Pitagora) si trigonometrice, putem determina elementele unui astfel de
triunghi atunci cand se cunosc doud dintre ele (exceptand unghiul drept).

A rezolva triunghiul dreptunghic inseamna a determina masurile unghiurilor/valorile trigonometrice
ale unghiurilor si/sau lungimile laturilor sale atunci cand se cunosc fie lungimile a doud dintre laturi, fie
mdsura/o valoare trigonometrica a unui unghi ascutit si lungimea uneia dintre laturi.

Cazurile CC si CI (se cunosc lungimile a doua dintre laturi):

In triunghiul EXERSAM iIMPREUNA
dreptunghic ABC,

<A =90° lungimile
catetelor sunt AB = 12 cm si AC = 16 cm. Cal-
culati BC, sinB si tg C.

Rezolvare.

In AABC (<A = 90°), aplicand teorema lui
Pitagora obtinem BC = 20 cm;

inB =A4C _16 _4 -AB_3
SinB =5~ = 518C=%F=7

20 =

In triunghiul EXERSAM IMPREUNA
ABC, <A = 90°,

lungimea catetei AB

estede 12cmsitgB = % Calculati lungimile
celorlalte laturi si cosC.

Rezolvare.
_AC AC_1 CAC =
tgB =45 5 = > deci AC = 6 cm.

Aplicand teorema lui Pitagora in AABC obti-

_ . _AC_ 6 _V5
nemBC—SEcm,cosC—Bc—Gﬁ— —

M Y DESCOPERITI .

:  Discutati o strategie de
¢ lucru pentru determinarea
catetei necunoscute si ma-
¢ sura unghiurilor ascutite, sau
¢ una dintre valorile trigono-
. metrice ale unghiurilor as-
cutite atunci cand se cunosc
¢ lungimea ipotenuzei si lungi-
".f. mea uneia dintre catete.

.
Slsrersesrerersrrser eI IR RS

.
»

. DESCOPERITI .

E

.

¢ Daca se cunosc sinusul :

¢ unui unghi si lungimea ca- :
tetei opuse acestuia, rezolva-
¢ rea incepe cu determinarea !
lungimii ipotenuzei. Gasiti
¢ o strategie de lucru pentru

¢ aflarea laturilor necunoscute

: atunci cand se cunoaste si- :

¢ nusul unui unghi si lungimea

: catetei aldturate. Studiati si
¢ situatiile in care sunt cunos-
¢ cute cosinusul unui unghi si :

¢ lungimea uneia dintre catete. :

. »
.....................................



CAPITOLUL 7

m X 0 DESCOPERITI . CazullU:

' La nivelul clasei, imparti- In triunghiul dreptungzhic ABC, EXERSAM IMPREUNA
¢ ti-vaintreigrupesidiscutatio : <A =90° se cunosc tg B=73 si

. strategie de calcul pentru de- : BC =213 cm. Calculati AB, AC si sinC.
: terminarea catetelor unui tri- : Rezolvare.
| unghi dreptunghic cand se cu- =4 a2 - = 3k si, aplica :
¢ unghi dreptunghic cand se cu- : tg B = 45 45 = 3 >AC = 2k AB = 3k si, aplicand teo
: noaste lungimea ipotenuzei si: rema lui Pitagora, obtinem 4k?+ 9k2 = 52, de unde obtinem
¢ 1.mdsura unui unghi ascutit; k = 2. Lungimile catetelor sunt: AC = 4cm, AB = 6cm si
¢« 2.sinusul unui unghi ascutit; *

& Lo sin()=—3‘l/?1)_3

* 3.cosinusulunui unghi ascutit.

. D OBSERVATIE e s P .

~ Determinarea elementelor principale ale unui triunghi dreptunghic (catete, ipotenuzd, unghiuri) :
¢ reprezintd un suport util in determinarea altor segmente specifice triunghiului - indltime corespun- :
© zdtoare ipotenuzei, mediane, linii mijlocii — precum si in calculul perimetrului sau ariei triunghiului. :

o IMPORTANT " In trlunghlul oarecare ABC, EXERSAM iM PREU NA

Deoarece BD = AB - sinA, : AB =.12 cm, AC=Tl4cmsi mé}sura .
. unghiului A este 30°. Calculati lungimea

putem afirma, mai general, :

5 AC- AB - sinA . inaltimii BD, D € AC si aria triunghiului ABC.
Ca Ayupe = 2 ' Rezolvare. In AABD, <D = 90° si ipotenuza
‘?fia u.nui triunghi este AB =12 cm, se calculeaza BD = 6 cm;
egald cu ju- A : _AC-BD _ 5
mdtate din Ampe=""2  —42cm’
produsul a . P
: = ¢

doua laturi
si valoarea

sinusului DESCOPERITI

unghiului PEEEE

FE: R . . 0 5Fom © .
dintre ele. 8 bl In general, completarea unei figuri ge- :

. ¢ ometrice mai complexe cu elemente care iHem

. formeaza triunghiuri dreptunghice s rezol-

varea unui triunghi dreptunghic reprezinta ) E'!I )
¢ etape ale unei strategii utile in determina- wil=g !

¢ rea lungimii unei indltimi sau a altor ele- :

A mente ale figurii, cu rezultat final calculul ariei (de exemplu).

Observati trapezul dreptunghic din figura alaturata si infor- :
matiile din desen. Elaborati, la nivelul clasei, o strategie de cal-
¢ cul a ariei trapezului ABCD, plecand de la rezolvarea triunghiului :

178



CAPITOLUL 7

APLICATII: CALCULUL ELEMENTELOR iN POLIGOANE REGULATE (CU 3, 4 SAU 6 LATURI)

I (&) DESCOPERITI ST s .
QY ! .
: .
:

.

Colaborati la nivelul clasei pentru a recapitula proprietatile poligoanelor regulate, notiunea de
apotemd, precum si despre punctele de intersectie ale liniilor importante din triunghi. :

.
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Latura, apotema, raza si aria unui triunghi echilateral

In triunghiul echilateral ABC, EXERSAM iM PREU NA
inscris in cercul de centru O si raza R,

notam cu a, apotema triunghiului (OD).
In AOBD <D =90°, <OBD = 30°:

B £ OBSERVATIE ..

: O este punctul de inter-
¢ sectie al tuturor liniilor im- :
¢ portante in triunghi, deci el :

oth— D i obtinem a, l‘/— : coincide cu centrul de gre- :

e COSB = O_g si obtinem R = [ ; utate, cu ortoF?ntru? stocu
) = A6 1 00D licati! d - . centrul cercului inscris in tri- ;

e AD = AO + 0D (exp ul:j;gl.), eci inalti- ¢ unghi. In consecintd, D este :
mea triunghiului este h = 5 : mijlocul laturii BC, BD = % si

oA . = BC ’2AD si, folosind inaltimea : {30 :;tce b1oschtoarea unghiu- :
2 5 ul ’ < = 300'
calculata anterior, obtinem: A Bttt = l f

. »
...................................

Latura, apotema, raza si aria unui patrat

In patratul ABCD, inscris in EXERSAM iMPREUNA OBSERVATIE

cercul de centru O si raza R, notam
cua, apotema patratului (OE).
In AOAE, <E = 90°:

c e,
.
II
.
. e*

:  Punctul O este punctul :
. de intersectie al diagonale- :

] lor patratului. Argumentati :

*OE = AE, deciq, = 3; : urmdtoarele:
® COSA = % si obtinem R = g * E - mijlocul lui AB
o 4OAE = 45°
=P2P_ =4.1
patrat patrat

» »
..................................

K O OBSERVATIE 3

¢ Punctul O este centrul :
v cercului circumscris hexago- !

inscris in cercul de centru O si raza R,
notam cu a, apotema hexagonului (OM).

In AOBC, echilateral avem: : nului regulat. ~Argumentati
_1 \/— : urmatoarele .
e OM inaltime, deci a, i ] : oM - mijlocul lui BC
* 0B = BC, dec1l§ :/_l’ \ / . e AOBC este echilateral
31?3 ey tevevesssevsssevssssrrsenenssnns o
® Ahexagon regulat = 4 ’ * hexagonregulat 6- l B —4—0
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KO3 EXERSATI | [P

1. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°,
AB = 6V2cm si BC = 6vV3 cm. Calculati AC,
sinB, cosB si tg C.

2. Consideram triunghiul dreptunghic ABC,
<A =90°. Calculati AC si BC stiind ca AB = 8 cm si:
a.tgB = %;

= 2. iop=l
b. cosB = 5 CsinB=g.

3. Fie triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°. Cal-
culati AB si AC, stiind ca BC = 122 cmi si:

c.th=£

iR = 2. _ 1.
a.sinB = %; b. cosB = = 3

4. Intr-un triunghi dreptunghic ABC, <A = 90°,
AB=9cmsiAC = 12 cm. Construim mediana AM,
M € BC si inaltimea AD, D € BC. Calculati lungi-
mile segmentelor BC, AD, AM, BD si MD, precum
si sinB, cosB, tg C si ctg C.

5. In triunghiul oarecare ABC, <A = 45°
AB = 12cm si AC = 10cm. Calculati lungimile
inaltimilor corespunzatoare varfurilor B si C,
precum si aria triunghiului.

6. In triunghiul ABC, <B = 60°, <C = 45° si lungi-
mea indltimii AD, D € BC, este 24 cm. Calculati
lungimile laturilor triunghiului.

7. In paralelogramul ABCD, cu AB = 10cm,

AD = 8cm si 4A = 30° se considerd indltimea
DE 1 AB, E € AB. Calculati lungimea lui DE si aria
paralelogramului. Generalizati o formula de cal-
_ cul pentru aria unui paralelogram atunci cand se

.............................................................

cunosc lungimile laturilor si masura unuia din- :
tre unghiuri. :

8. Calculati apotema si raza cercului circumscris :
unui triunghi echilateral cu latura de:
a.12 cm; b.5vV3cm; c¢.9vV2cm.

9. Calculati latura si aria unui triunghi echilateral :
cu lungimea apotemei de: :
a.5cm; b.3v3 cm;

10. Calculati apotema si raza cercului circum- :
scris unui patrat cu latura de:
a.8cm; b.5v2 cm;

11. Calculati perimetrul si aria unui patrat cu
lungimea apotemei de: :
a.4cm; b.3v3cm; ¢ 5V7dm.

12. Calculati apotema si raza cercului circum-
scris unui hexagon regulat cu latura de: :
a. 14 cm; b.6v3dm; c.4vV2m.

13. Calculati latura si aria unui hexagon regulat
cu lungimea apotemei de: :
a.9cm; b. 4+/3 m; c.6v/2dm.

14. Patratul ABCD si triunghiul echilateral MNP
sunt inscrise in cercul de centru O si raza R. Sti- :
ind ca latura patratului are lungimea de 8 cm,
calculati lungimea laturii triunghiului echilateral :
si valoarea raportului dintre aria triunghiului si
cea a patratului.

c.5v/6 cm.

c.6v/3 cm.




1. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC =
12 cm si <BAC = 120°. Calculati lungimea
laturii BC.

2. In patrulaterul ABCD, AC L BD. Daci AB
=7cmsi CD = 9 cm, calculati BC? + AD>

3. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°,
AB = 6.cm si AC = 8 cm. Calculati lungimile
medianelor triunghiului

4. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°,
AD este indltime, D € BC. Stiind ca BC =
20 cm si lungimea catetei AB este 60% din
lungimea ipotenuzei, calculati lungimile
segmentelor AC si AD, precum si lungimile
proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

5. Calculati lungimea inaltimii corespun-
zatoare laturii cu cea mai mare lungime a
triunghiului cu lungimile laturilor de 9 cm,
9v2 cmsi9v3 cm.

6. Consideram un sistem de axe ortogonale xOy.
Determinati coordonatele punctului P daca:

a. OP = 62 u si <xOP = 45°

b. OP = 8 u si <yOP = 60°;

c.OP =103 u si <xOP = 120°.

7. In rombul ABCD, <ABC = 120° si AB =
14 cm. Calculati distanta de la A la BC si
aria rombului.

8. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°,
punctul D este proiectia punctului A pe BC,
iar punctele E si F sunt proiectiile punctului D
pe catetele AB, respectiv AC. Demonstrati ca:
a. AEDF este dreptunghi;

b.AD?=AE?>+ AF>2

9. In triunghiul ABC, <A = 105°, <B = 45°
si AC = 12 cm. Calculati perimetrul si aria
triunghiului.

10. Dreptunghiul ABCD este astfel incat
exista un punct E, apartinand laturii DC,
pentru care triunghiul ABE este echilateral,
iar DE = 6 cm. Punctele M si N sunt proiecti-
ile punctelor D, respectiv B pe AE. Calculati:
a. A b. MN.

‘ABCD’

CAPITOLUL 7

11. In dreptunghiul ABCD, AB = 11 cm si
CD = 6cm. Punctul M apartine laturii AD,
astfel incit AM = 2-MD, iar punctul N
este situat pe latura AB astfel incat AN =
3 cm. Demonstrati ca triunghiul MNC este
dreptunghic.

12. Punctele M si N sunt situate pe laturile
DC si BC ale patratului ABCD astfel incat
DM = BN = %AB. Stiind cd latura patratului
este egala cu 12 c¢m, calculati perimetrul si
aria AAMN.

13. In trapezul dreptunghic ABCD, AB || CD,
AB < CD, triunghiurile ABD si BCD sunt
dreptunghice isoscele cu ipotenuzele BD,
respectiv CD. Stiind ca AD = 8 cm, calculati
aria trapezului.

14.Intrapezul ABCD, AB || CD,AB=7+/5 cm,
BC=5+v/3 cm,CD=2V5cmsiDA=5v2cm.
Demonstrati ca AD L BC si calculati aria
trapezului.

15. In patrulaterul ABCD, <B = <D = 90° si
AB =8cm, BC = 12cm si CD = 10cm. Cal-
culati AD.

16. Un patrat si un hexagon regulat sunt in-
scrise in acelasi cerc.
a. Calculati aria hexagonului, stiind ca la-
tura patratului este egala cu 6 cm.
b. Calculati aria patratului, stiind ca latura
hexagonului este egald cu 8 cm.
c. Calculati aria hexagonului, stiind ca aria
patratului este egald cu 81cm?.

17. Punctele A, B si C sunt situate pe o
dreapta d, in aceasta ordine, astfel incat
AB =12cm i BC =8 cm. De aceeasi parte a
dreptei d se construiesc triunghiurile echi-
laterale ABM si BCN.
a. Aratati cd patrulaterul ABNM este trapez
si calculati-i aria.

b. Calculati lungimea segmentului MN.

PROBLEME RECAPITULATIVE
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(4 TESTUL 1

Pentru cerintele exercitiilor 1-3 alegeti raspunsul corect. Pentru cerintele exercitiilor
4-6 compleptati cu raspunsul corect. Pentru problema 7 redactati etapele de rezolvare.

1. In triunghiul ABC, <A = 90°, AB = 5cm si AC = 10 cm. Lungimea laturii BC este egala cu:

a. 15 cm; b.5+3 cm; c.5vV5 cm; d.5v6 cm.
2. In triunghiul DEF, <D = 90°, DE = 3V2 cm si EF = 36 cm. Lungimea laturii DF este
egala cu:
a.6v2 cm; b. 63 cm; c.3vV2cm; d. 6 cm.
3. In triunghiul MNP, <N = 90°, sinP = 0,4 si MN = 7 cm. Lungimea laturii MP este egala cu:
a. 2,8 cm; b. 175 cm; c.28 cm; d. 14 cm.

4. In triunghiul ABC, <A = 90°, <C = 60° si AB = 8 V3 cm. Lungimea laturii AC este egala cu
...cm.
5. In triunghiul ABC, <A = 90°, AD 1 BC, D € BC. Dacd AC = 6 cm si CD = 9 cm, atunci lun-
gimea laturii BC este egala cu... cm.
6. Rezultatul calculului (sin45°)% + cos60° este egal cu ...
7. In dreptunghiul ABCD, AB = 162 cm, BC = 8 cm, punctele M si N sunt mijloacele latu-
rilor BC, respectiv CD.
a. Demonstrati ca AM = 24 cm.
b. Calculati perimetrul triunghiului AMN.
c. Demonstrati ca BD 1 AN.
Barem: 1.1p. 2. 1p. 3. 1p. 4.1p. 5. 1p. 6. 1p.7. 3p. Oficiu 1p.

(S TESTUL 2

1. Patratul ABCD, AB = 8 cm si triunghiul dreptunghic isoscel BCE, de ipotenuza CE, au
latura comuna BC.

a. Calculati perimetrul patrulaterului AECD.

b. Demonstrati ca DE = 8 /5 cm.

c. Daca punctul M este proiectia punctului A pe dreapta BD, calculati valoarea raportului
segmentelor NE si DN.

2. In paralelogramul ABCD, AB = 6 cm, AD = 4v/2 cm si <BAD = 45°. Punctele E si F sunt
picioarele perpendicularelor construite din punctul D pe AB, respectiv BC.

a. Demonstrati ca DE = 4 cm.

b. Calculati lungimea diagonalei BD.

c. Demonstraticd 4 - CF = 3 - BC.

3. Triunghiul echilateral ABC, de latura 6 V3 cm, este inscris in cercul de centru O si raza R.

Punctul D este punctul diametral opus punctului B.

a. Demonstrati ca R = 6 cm.

b. Calculati lungimea coardei CD.

c. Calculati valoarea raportului dintre aria triunghiului ABC si aria triunghiului DAC.
Barem: 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p. Oficiu 1p.
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RECAPITULARE FINALA

ALGEBRA

1. Calculati: v289; v441;/576;V/1024; ,/31,36; /51,84; /552, 25.
2. Calculati cu doua zecimale radicalii: /4,5; 1/17,23; 1/146,9.

3. Introduceti factorii sub radical: 2v8; 5v12; 4+/27; 18/5; -3V17; —%\/48; 0,2 -v/150;
av13; -a*v15.

4. Scoateti factorii de sub radical: V54; 3vV80; 5v216; 3v450; vV24a?; V25a*; 5 243;"6;
. 125 a?

V18 a?bs; 2,/ R

5. Care este egalitatea falsa?

a)V12 + 3 = V/15; b) V5 + /5 =24/5;

6. Comparati numerele:
a)V15 cuv13; b) -v32 cu -V45;
d)-12v6 cu6v12; e)5+v5 cu2+/30.

7. Ordonati crescator numerele: V3 ; -3v2; 2v6; -4+/5; -3V7; 2V11.

3. 2 .4V5 . 2v3 18, 6 V5 V125
V573v6’ V3 ’3vJ2’ V6’ 5V2’ V8’ V225"

0)V3+5=v3++5; d)v2-3=+6.

¢)5v3 cu3v5;

8. Rationalizati:

9. Calculati:

a)V9-2-V4+3-V36;

©) V196 - 4 - (V144 - V121);

e)3V5 +2-(8v5 - 6V5) - 4/5;

g) 2(V12 + 98 - V75 - V32): (V8 - V12);
) (2v6)*- (2v6)%

b) V25 - 3 - V16 + 2 - V64;

d) V72 + V128 - /50;
f)2vV3+3-(7V3 -5V3) - 63;
h) (Va8 + V108 - v192):(v12);
i) (/10 - vV30:v/60)%

k) [(\/5—\/5)3\/33](m—\/§\/§), 1)(\/%1\/\/?),
m) L. 25 125 _ 16 _ 15  4V5 .
3 (57 5 ) (V5 Va5 5 )

W 24 12 6 . 8 o 4 . 3 _ 34 .
(6v3 4v3 2v3 2v3) (V2  2v2 12v2)

0)5- Y2 _ B 5 4vE
3 22 V6) 5 -

10. Calculati media aritmetica si media geometricd a numerelor:
a)x=3-2V2siy=3+2V2; b) x =27 - 125 siy =27 + 12/5;
) x=3v27 +5J12 -9V3 siy =48 + 2+/3 - J75.

-3
11.Fienumerele: a =+/5,76 - 102 —(%) sib=3-0,036 - 10°. Aflati raportul dintre media
geometrica si media aritmetica a numerelor a si b.



12. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

a)6V6 -2V54 € R\Q; b)V2-/8¢Q; 0)Vv3-(1+V3)eR\Q; V12 ¢ Q;
e 1,45€Q; f)-2ez & V16 e N; h) -2°eZ
)(-5"eZ V1258 € R\Q; V13225 € Q; Dy eN;
m) e Q; n) 2055 € Q; 0) VBT +2Z e Q.

13. Stabiliti care dintre numerele reale —2; v/5; —1; V27 si 6 verifica ecuatiile:

_ . _ N x+1 1 _x+1 2.
a) 4x - 5=2(2x~3) +1; b) 3x - V45 = 0; O+ 5=+ 75
d)4x-3V3 +2=3x+2; e)3(x-1)+4=2(x+1) +5.

14. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

_ _ . _ -0 x+1 1 _x+1_ 2,
a)dx-5=2(2x-3) +1; b) 3x — V45 =0; )5 t St T
d)4x-3V3 +2=3x+2; e)3(x-1)+4=2(x+1) +5; f) 3x-2(4x-1) = 12;

2) 4(5x-2) + 3 =2(10x-1); h) 2Bx +5)-4=6(x+ 1); i) 7[1-3(2x-3)] = 64—45x;
pryz-axel_2-7x k)2v3 - 3x - 1) +3x=xV3 - (V3 - 2);
— . 3x+4 _ 2x+3
D2V2-(x-V2)+2x=v2 - (V2x - 6) - 4 m) & s = s
15. Care dintre perechile (-5;V5), (v2; 3), (3V3;V3), (-2;3) verifica sistemele de ecuatii?
){x+y=1 b) 2x+y=73 xJ2+y=5 d x+yvJ5=0
a > > C ) .
X-y=-5 3x-2y=7V3 2xV2 -3y=-5 xVJ5+2y=-3V5
16. Rezolvati sistemele de ecuatii:
a){x+y=1 _ X 2x+y =73 . xV2+y=5 q x+yV5=0 '
X—y=-5 3x—2y =743 2XV2 =3y =—5' x5 +2y=-3V5
){2x—3y=7' ) 6(x +2y) =48y - 2x) - 14 ) x+2ly-3(x-1)]=-2
©\ ax+5y=3 “h(x+y) =6 2(2x+5y) ¥\y-3x-20+1)]=7"
h) X x-y’ i 5 ’
g-y-1=2-"—%= Xt+49y =1

17. Aflati un numar intreg, stiind ca prin calcularea a trei cincimi din numar obtinem acelasi rezultat ca
atunci cand scadem 20 din el.

18. Suma a cinci numere intregi consecutive este egala cu 0. Aflati numerele.

19. Peste 10 ani varsta unei persoane va fi de doua ori mai mare decat varsta pe care a avut-o acum 5 ani.
Ce varsta are acea persoana in prezent?

20. Pretul unei biciclete se mareste cu 20%. Dupa un timp, bicicleta se scumpeste cu inca 10% din noul
pret, ajungand astfel la pretul de 1188 lei.

a) Care a fost pretul initial al bicicletei?

b) Cu ce procent din pretul initial s-a marit pretul bicicletei dupa cele doua scumpiri?




21. La un test, fiecare elev a rezolvat toate
cele 10 probleme propuse. Pentru fiecare
problema rezolvata corect s-au acordat 5
puncte, iar pentru fiecare problema rezol-
vata gresit s-au scazut 2 puncte. Aflati nu-
marul de probleme rezolvate corect de un
elev, stiind cd acesta a obtinut 29 de puncte.

22. Intr-un garaj se afla 14 motociclete si
autoturisme la un loc. O motocicleta are 2
roti si 0 masina are 4 roti. Daca numarul
total de roti al motocicletelor si al autoturis-
melor este 48, aflati numarul motociclete-
lor si pe cel al autoturismelor.

23. Mai multi copii vor sa cumpere un
obiect. Daca fiecare participa cu cate 20 de
lei, nu ajung 5 lei. Daca fiecare participa cu
cate 30 de lei, sunt in plus 25 de lei. Cati
copii vor sa cumpere obiectul? Cati lei costa
obiectul?

24. Valoarea raportului a doua numere na-
turale este egala cu 0,64. Media aritmetica a
celor doua numere este egala cu 61,5. Cal-
culati cele douda numere. Calculati media
geometrica a celor doua numere.

25. Aflati numarul a carui medie aritmetica
dintre jumatatea, treimea, patrimea si sesi-
mea sa este 15.

26. a) Aflati media aritmetica ponderata a
numerelor 14, 32, 68 cu ponderile 3, 4, res-
pectiv 2.

b) Aflati media aritmetica ponderata a numere-
lor 5, 2, 4, avand ponderile respectiv 0,6; 0,9; 0,5.
27. Aflati doua numere, stiind ca media
lor aritmetica este egala cu 28, iar primul
numar este egal cu triplul celui de-al doilea
numar.

28. Cu cat creste media aritmetica a trei nu-
mere, dacd unul dintre ele se mareste cu 75?

29. Aflati numerele rationale pozitive a, b, c
stiind cd media geometrica a numerelor a si
b este 5, media geometrica a numerelor b si

RECAPITULARE FINALA

c este 7 si media geometrica a numerelor a
siceste9.

30. Un elev are de citit o carte de 105 pagini
in 5 zile. In prima zi citeste un numar de
pagini si apoi citeste in fiecare zi un numar
dublu de pagini fata de ziua precedenta.
Cate pagini a citit elevul in prima zi?

31. Calculati A x B, Bx A, A x A, B x B, sti-
ind ca A ={a;b;c} si B={-3; -1;0;2}. Aflati
cardinalul fiecarui produs cartezian gasit.
32.DacdA={xeZ |4x+4 <12} siB =
={x € Z'| 3x+ 13 2 4}, calculati AnB si
produsele carteziene A x Bsi B x A.

33. Reprezentati intr-un sistem de axe or-
togonale punctele A(2;0), B(4;3) si C(-2;0).
Calculati aria si perimetrul triunghiului ABC.

34. Determinati x € R pentrucare AB= 5 cm,
unde A(4;1) si B(1;x).

35. Reprezentati intr-un sistem de axe orto-
gonale punctele A(2; 3), B(6; 3) si C(3; 1). Cal-
culati aria si perimetrul triunghiului ABC.

36. Reprezentati intr-un sistem de axe or-
togonale punctele A(-2;5), B(2;3), C(2;-3),
D(-2; -5). Gasiti coordonatele mijloacelor
M, N, P si Q ale segmentelor AB, BC, CD, DA
si aria patrulaterului MNPQ.

37. Marius are urmatoarele note la matema-
tica: 6, 5, 7, 4 si in teza 5. El vrea sa-si ma-
reascd media cu un punct. Aflati a cincea
nota pe care ar trebui sa o primeasca. Care
sunt variantele posibile?

38. Intre multimile A = {x € Z | -4 < x < 3}
si B={x € Z|IxI < 4} se stabileste relatia
functionala y = x + 1. Reprezentati relatia
printr-un tabel, grafic si printr-o diagrama.
39. Dati exemplu de o ecuatie care sa aiba
multimea solutiilor S = {-5; -1}.

40. Compuneti o problema care sa aiba
drept solutie perechea ordonata de numere
(12; 18).



GEOMETRIE

1. Doi pini cresc la o distanta de 20 m unul fata de celdlalt. Unul are indltimea de 29 m, iar celalalt, mai
tanar, doar 14 m. Care este distanta dintre varfurile lor?

2. Un triunghi dreptunghic isoscel ABC are perimetrul egal cu 8(2 + v2) cm. Calculati indltimea si medi-
ana corespunzatoare ipotenuzei, precum si aria triunghiului.

3. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, cu AC = 2AB, punctul D este situat pe latura AC astfel incat
<«BDA = <ABC. Demonstrati ca CD = 3AD.

4. Ininteriorul patratului ABCD, cu AB = 18 cm, se considera punctul M astfel incat triunghiul CDM s3 fie
echilateral.

a. Aflati perimetrul triunghiului CDM.

b. Calculati perimetrul poligonului concav ABCMD si aria lui.

c. Calculati masura unghiului AMB.

d. Demonstrati ca triunghiul MAB este isoscel si calculati aria lui.

5. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, punctul M este proiectia punctului A pe ipotenuza BC. Stiind
cad AM = 8 cm, iar proiectiile catetelor pe ipotenuza sunt proportionale cu numerele 2 si 8, calculati:
a. Aria si perimetrul triunghiului ABC.
b. Sinusurile unghiurilor ascutite ale triunghiului ABC.
c. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Dreapta AM intersecteaza a doua oara cercul in
punctul E si D este punctul diametral opus lui A. Demonstrati ca:

i punctul B este mijlocul arcului mic de cerc AE;

ii. patrulaterul BEDC este trapez isoscel.

6. In patrulaterul convex ABCD avem AB 1L AD,CD L BD, < ADB = <BCD. Demonstrati cd BD? = AB - BC.

7.0 gradina in forma de paralelogram ABCD are dimensiunile AB = 16 m, AD = 8 /3 m, <A = 60°. Punctul
E apartine laturii AD astfel incat BE L AD. :
a. Calculati BE si aria gradinii.

b. Ardtati ca sunt suficienti 60 m de gard pentru a imprejmui gradina.

c. Un iepuras intra alergand in gradina prin punctul E si strabate gradina, in
linie dreaptd, iesind prin punctul C. Calculati distanta parcursa de iepuras,
aproximand rezultatul la numar intregi de metri.

8. In triunghiul ABC, AD este indltime, D € BC. Stiind AD = 6 cm, sinC = % sictgB= %, calculati perimetrul
triunghiului ABC. Verificati daca triunghiul ABC este dreptunghic.

9. In triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°, AD 1 BC,D € BC, punctul E este proiectia punctului D pe AC,
AD =23 cmsi BD = 2 cm. Calculati:

a. perimetrul triunghiului CED.

b. raportul ariilor triunghiurilor DEC si BAC.

c. masurile unghiurilor triunghiului ABC.




10. In triunghiul ABC, lungimile laturilor sunt de 13 cm, 14 cm si 15 cm.
a. Aflati aria triunghiului ABC.

AB _ _AC _ BC
sinC  sinB  sinA
11. In triunghiul dreptunghic ABC, cu <A = 90° si cateta mai mica AC = 43 cm, unghiul
dintre inaltimea AD si mediana AM are masura de 30°. Calculati:

a. lungimile segmentelor AD, AM, DC si DB.

b. aria si perimetrul triunghiului ABC.

c. raportul dintre ariile triunghiurilor ADB si ADC.

d. ce procent din aria triunghiului ABC reprezinta aria triunghiului ADC.
e. lungimea si aria cercului circumscris triunghiului ABC.

este adevarata.

b. Verificati daca relatia

12.1In triunghiul ABC, din mijlocul M al laturii BC se construiesc perpendicularele MP 1. AB,
Pe AB, MQ L AC, Q € AC. Aratati ca MP - AB = MQ - AC.

13. O paralela la latura BC a unui triunghi ABC intersecteaza laturile AB si AC in punctele
D, respectiv E, iar BE N CD = {F}. Aratati ca AF contine mijloacele segmentelor DE si BC.

14.In trapezul dreptunghic ABCD, AD || BC, <A = 90°, paralela construita prin punctul O de
intersectie al diagonalelor intersecteaza latura AB in punctul E. Demonstrati ca:

a. AAED ~ ABEC.

b. Semidreapta EO este bisectoarea unghiului DEC.

15. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, «B = 30°, iar AM este mediand, M € BC. Punc-

tul N apartine laturii AB astfel incat % = % iar punctul P este mijlocul segmentului CN.

a. Demonstrati ca triunghiul NBC este isoscel.
b. Demonstrati ca NB = 2 - PM.
c. Demonstrati cd ANMP este romb.

d. Dacd AC=9cm,calculatiA,,  siA,, .

16. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC, punctul M este mijlocul laturii BC, iar punctul D este
simetricul punctului B fata de punctul A. Punctul P este intersectia lui AC cu MD.

a. Demonstrati ca AM || DC.

b. Demonstrati ca CP = 2 - AP.

c. Dacd AB = 6 cm si BC = 8 cm, calculati:

i. aria triunghiului BCD;

ii. raportul dintre A, SiA,,, .

17. Consideram trapezul ABCD, AB || CD, AB = 6 cm, CD = 10 cm, precum si O punctul de
intersectie al diagonalelor. In exteriorul trapezului construim triunghiurile echilaterale
ABE si CDF.

a. Demonstrati ca AO si OC sunt proportionale cu AE si CF.

b. Demonstrati ca AAOE ~ ACOF.

c. Demonstrati ca punctele E, O si F sunt coliniare.

RECAPITULARE FINALA



(3 TESTUL 1

I. Pe foaia de testare scrieti doar rezultatele (30p)
1. Rezultatul calculului 23 + V3 - V27 este ......

2. Dintre numerele a = 25 si b = 3v/2, mai mic este numarul......

3. Un paralelogram ABCD, cu perimetrul egal cu 15 c¢m, are latura AB = 3 cm. Atunci BC =... cm.
+y=5

X
4. Solutia sistemului { estex=..siy=..
5 xX-y= 7 7

5. Inaltimea unui triunghi echilateral cu latura de 4v/3 cm este egalacu...........

6. In tabelul de mai jos sunt trecute notele obtinute de toti elevii unei clase la un test.

Nota 4 5 6 7 8 9 | 10
Nr. elevi 2 4 4 6 6 3 3

Numarul elevilor care au obtinut cel putin nota egala cu 7, este egal cu.......

II. Pe foaia de testare scrieti rezolvarile complete. (30p)

1. Desenati pe foaia de testare un paralelogram ABCD cu AB = 4 cm, AD = 3 cm si <DAB = 45°.

/ 2
2. Calculati media aritmetica si media geometrica a numerelor a = lgﬁ sib=+v10%- 62

3. Verificatica A = Ly 2, 3 4 4

St et s \/_esteegalcuZ\/—

4. Rezolvati ecuatia: 11 + 2x| =

5. Tatal si fiul au impreuna 40 de ani. Peste 4 ani, varsta tatalui va fi de trei ori mai mare decat a baiatului.
Aflati varsta fiecaruia la momentul prezent.

6. Intr-un sistem de axe ortogonale cu unitatea de 1 cm reprezentati punctele A(-3;-7), B(1; 1) si C(4; 7).
Calculati AB, BC, AC si stabiliti daca punctele sunt coliniare.

I1I. Pe foaia de testare scrieti rezolvarile complete. (30p)
Un trapez ABCD isoscel, cu AB || CD, AB = 14 cm, CD = 6 cm are <ABC = 60°. Calculati:
a) Masura unghiului DCB.
b) Perimetrul trapezului ABCD.
c) Aria triunghiului MAB, unde AD n BC = {M}.
d) Aria trapezului ABCD.
e) Lungimea diagonalei BD.
f) Lungimea inaltimii din A din triunghiul MAB.

Barem: 1.6 x5p=30p;Il. 6 x5p=30p;IIl 30 p. Oficiu: 10 p.




(b TESTUL 2

I. Pe foaia de testare scrieti doar rezultatele (30p)
1. Rezultatul calculului: V12 + v27 : /9 - V48 este egal cu...

2. Un triunghi isoscel cu lungimile a doua laturi de 8 cm si 4 cm are perimetrul egal cu ... cm.

3. Produsul cartezian A x B al multimilor A = {0;3} si B = {-3;0} este......

4.Unromb ABCD are perimetrul egal cu 40 cm si <BAC = 30°. Perimetrul triunghiului ABD
este...

5. Un triunghi ABC are AB =5 cm, AC = 6 cm si BC = 7 cm. Daca M este mijlocul laturii AB,
iar N este mijlocul laturii AC, atunci perimetrul triunghiului AMN este egal cu ... cm.

6.1n tabelul de mai jos sunt trecute temperaturile inregistrate pe parcursul unei saptamani.

Ziua luni | marti | miercuri joi vineri | sambdta | duminica
temperatura 3°C 0°C -3°C 5°C 7°C 0°C 4°C

Diferenta dintre cea mai mare temperatura si cea mai mica temperatura este.... °.

I1. Pe foaia de testare scrieti rezolvarile complete (30p)

1. Se considera multimea A = 3\/_ =; -1 (3), 14, 0;1-3l;1,7;m; -1,3253.Determi-
nati multimile:AnN; AnZ; A NQ;An (IR\Q).

2. Se amesteca 5 kg de mere, avand pretul de 3 lei kilogramul, cu 15 kg de mere avand pre-
tul de 5 lei kilogramul. Cati lei costa un kilogram de amestec?

3. Pe doua rafturi se gasesc 140 de carti. Pe al doilea raft sunt cu 50 de carti mai multe
decat jumatate din numarul cartilor aflate pe primul raft.

a. Cate carti sunt pe fiecare raft?

b. Cat la suta reprezinta numarul cartilor aflate pe primul raft din numarul cartilor aflate
pe al doilea raft?

r r VI0- V8 JIT-V10  J12-VIT . 1
4. Caleulati (— = J50 T Jiio Ji32 ) 3va+2d3
c@n+1)” 4

5. Determinati valorile intregi ale lui n pentru care: 2 Sy S3

I1I. Pe foaia de testare scrieti rezolvarile complete. (30p)

1. Pe latura AB a triunghiului ABC, cu AB = 30 cm, AC = 40 cm, BC = 20 cm, se considera
punctul M care imparte latura in raportul % = % Daca MN || BC,N € AC calculati:
a)AM; b)MN; c¢)P

BMNC"®

2. Un paralelogram ABCD, cu AC L BC, are <D = 60° si AB = 10 cm. Calculati:

a) <DAB; b) P,,.; ¢) inaltimea si mediana duse din C in triunghiul ABC.

Barem:1. 6 x5p=30p;1I. 6 x5p=30p;1Il. 2 x15p = 30 p. Oficiu: 10 p.

RECAPITULARE FINALA



ALGEBRA

Recapitulare clasa a VI-a

Pg. 7-10. 1. 2; 2. 23-3; 3. 3; 4.7 = 2+5; 5. {0,15,30,45}; 6. a; 7. b; 8. ¢; 9. 55; 2380; 3'%; 2; 10. AUBUC =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8}; B-C={0,2;ANBNC={4};CNN=C;(BUC) -A=1{5,6,7,8}; 11.a.365si 72; b. 24 si 432; c. 36
§i1296;12.A={0,2,4,6,8}, B={0,5},AUB={0,2,4,5,6,8}, AnB={0},A - B={2,4,6,8},B - A ={5};13.3; 1; 14. 85;
15.533;16.3;17.5; 18.%; 19.1:200000; 20. A; F; 21.¢; 22. a; 24. a; 25. 2 muncitori; 26. 144 saci; 27. 100 lei; 28. 396
lei; 29.1;30.0; 32. A={-3; -2; -1;0}; 33.-6; -3;-2; -1;1;2;3; 6, 34.2;35.d< b<c<e<a; 36.0;37. A = {-5;5});
38. %; 40. 16; —20; 0; 0; —9450; —-1; 41. 56 ani; 42. -9°C; -13°C; 43. 15°C; —-1°C; 44. A = {-5; -2; -1;0;2; 3; 4; 7};

B=({-6; —4; -3; ~1;0;2); 45.2.-12;2;b. @ . (2, ~7); 46.99; 47. 555 48. 55 49. 2,(43); 50.d; 51. 1-5-2-3-1-1-1-3-
52.3;2;6;53.1,25 km; 54.70,05 lei; 55. 4,5; 2,25 51 3; 56. 1,81 m; 57. a = b; 58. -1; @; —7,2; 1; 59. —=; 1; ; 60. a. 3; 4;

25’ ’ 8’

b.-5;-4;-3;c.5,6,7;d. -5; —4;-3;e.-11; -10; -9; -8; —7; —6; —5. Pg. 10-11. Test de autoevaluare: opuse la varf;
360°; 180° 90°; drepte paralele; mediatoarea segmentului; alterne interne, sau alterne externe, sau corespondente;
obtuzunghic; in orice triunghi dreptunghic, suma patratelor lungimilor catetelor este egala cu patratul lungimii
ipotenuzei. 1. 54°% 2. 144°; 3. 35°% 4. 132°% 5. 90°% 6. 45° 7.10 cm; 8. 20 cm; 9. 13 cm; 10.d; 11.¢; 12. a; 13. ¢; 14. b;
16.60°% 120°%180°% 17.12cm; 12 cm; 36 cm; 18.30" 150°,30°,120° 150° 19.laturile sunt 4 cm, 4 cm, 1 cm; 20. ULU,
IC,1U. Pg12.1.0; 1; 15 lei; 1; 180°% 15%. I1. 25 lei; £ ; 6,8,10; 3; 4,75 51 0,25. I11. 1. Mediana este egala cu jumatate din

) 97
ipotenuza; 24 cm. 2. cazul de congruenta IU.

Capitolul 1

Pg. 15. 3. 2; 6; 45; 5; 10. 4. a. 111; 11111; 111111111, b. 10001. 5. 2704; 2025; 4225; 1849. 6. 7; 8; 7; 2.
7.x€{5,6,7,...); xeN; x€{4,5,6,7,..};, x€{0,1,2,3,4,5}.8.x=1,y=2.9.a.a=3,b=6;b.a=6,b=9; c. a = 4,
b=1;d.a=8,b=9.Pg.19.1.2< /8 < 3; 4<J_<5 5<\/_8<6 10 <V 101 < 11; 13 </ 180 < 14. 2. 29; 38; 46;

47;5,4;0,23; 8,7; 9,7; 1,07; 25,44; 3,001; 24,01. 3. 5,1,3,554 2,3;0,31;3,591.5.a.n €{8,9,10}; b. n € {39, 40, 41};

c. 24; d. 61. 6. -6xy; X%y —gxy 2, Pg.21.1.3V5;3V2;5V5; 445; 10V3; 15V2; 12V7; 15V6; 7V/6; 12V/5; 9V 10;
5v10; 8V37; 25v6; 21/3; 244/5; 32V 3; 18V7. 2. 15a2V 2a; 4x°V5; 4xy*VZ; 5avb; 6x2y2xy; x* V5. 3. v/50;
V45; V12; V48; V27; -V8; V288; -V 252; -0,12; V4,5; 12 VI12; -V 23; -V 1536; /9,8; V486;
- 25 -v980. 4. -V x2b% v 5x% v 15x7; V75 x%; -V 20x%; -V 1734x7b". 5.3,3,3,f a, f, f, £.6.9;17;27;18;7; -1;
10;11;-1.7.-2;19; 27. Pg. 24. 1. 2,2; 2,6; 2,4; 2,8; 3,1; 3,6; 6,7;9,7; 8,6; 6; 3,3; 4. 3. -4 51 0; 751 0; 6 51 0,25; =51 5 — 2
V5;4.a.0;4;b. -3;0; 4; c. -3; -2,16; —1,(6); 0; 2,(1); 4; 6,12; d. —v2; V5. 5. 3; 5; 2; 23. 6. a. 5n + 1 are ultima cifrd 2
sau 7 si nu poate fi patrat perfect; b. 6n - 4 are ultima cifra 2 si nu poate fi patrat perfect. Zz a. V1 +3+... +71 =
Vv 362 = 36. 8. Presupunem (prin reducere la absurd) ca ,/p este numar rational. Atunci putem scrie: \/p = %,b #

0,(a,b) =1.0btinemb/p=a<p-b*=a%adicipdividea,a=p-x.p-b*=p?-x* < b*=p - x? adica p divide si pe
b. Am obtinut (a,b) = p, ceea ce contrazice presupunerea facutd. Deci ,/p nu este numar rational. 10. Descompu-
nem numarul natural @ in factoii primi ajp Tepitepintt va = pf”: pgz -p3tt =ph- ple- pls /P, care este numdr
irational. Pg.26.1.15;1,3;2+3;2;-7V5;6+5.2.f;a;f;a;f;a. 4. V/5; V5 - 5; 0. 5. a. {~16; 14}; b. {-2;5}; c. {-1;3};
d.Z;e.{-1;4}; f.@.6.a.Z;b.{..., - 9; -8; -7;7;8;9...};¢c.{-4; -3;... -2;3;4};d.{0}. 7. %; 0,22;x% 8.8.4a,f,f a,a,f.
9.{-17;17). Pg.29.3.a.& < 1;b. 3,1(24)<3,12(4); ¢. -5 < -3;d. V8 > -V 10; e. V 28<V 32; £. 5V2>4/3; 8. ~5V3>-4

V5. 4.a.-2v14 < -3V6 < -4V3 <3V5<7<5V2<2V13;b. -14v2 < -19< -6V10 < -10V3 <0< 14 < 12V3 <
15v2; ¢ —V17<-1,(2)< 3,(6) < 9v2 < 7V3. 5. a. 32 - 2/3; b 8\/2 55; c. 6,(5) - V39; d. 8\/15+\/77

e. V12 +13;8.7 - 2v7;h.5v2 - 4+v/3.7.a.12v2 - 3| < [1 - 22| < <|V2 +1l<V8;b.|2 - V3| <[2Vv3 - 3| <
<|\/§+2|<\/f.9.2x—2z.Pg.32.1.6\/0,1;25\/5;0;—23\/5;—7\/2;14\/3—9\/2;—2\/5;—8\/6;5\/0,—1;—x/g;\/i;
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11V6 +45+3; -V3; -20V3; 3V3 - 5; 2 -3, 2. -6V3 +10V2 - 4V5; 4V3 +4V2; 10V3 +10V5. 3. a. 6v2 - 4
V5 +6+7;0.Pg.34.1.0;0;0;0; 0; 0; 3vV6 +2; 3V10 + 6; -3v21 - 8; 1415 + 1;3 - 3V30; 4 - 3V15; 7V2; -2V6;

. oJe @ nJ7E OO T Y = aa A an. IV3 -6 4-V2 9-5V2 7V3-6 _
99; 26 - 6; 415 +2vV6 - 4/3 =210 + 42 + 45 - 6; 610 - 40; R LR 2ﬁ.g.s—

10 - 6V3, P = -2. 4.9; 39; 89; 159; 359; 1439. Pg. 36. 1. -24+/3; \/ ,—5488\/2,294,1008,E, 2535; — 576,
;—(6v5)";-192.

163
s N2 443;

1;-102

V37.2.41°.5%-131%36; 8% - 26'% 64; 1;15% (7v/10)% (3V7)*;6'% 8;1;1; -14*V14; 8 V3; 210#22
25J3

3 £:3;5%0;0; == 576, -2.Pg.37.1.2232,3V3;6V3;3V6; "> 4V6;3V6;35;2v5.2.82;32;82;

Jz 4v3 5v3 45 743 7\/6 9v2 , 11 6\/5+35\/2 3J10 4J3 . _23V3 17J6 — 212 - 443
‘/ ‘/63 ’3’5’3’6’2412’ 10 \/5 36 ’ ‘/3‘/5 12 :
Pg. 40. 2. 3,1.4.1.5.17J2 6.25.7.39,5°8.40.9.a-b=6"Pg. 41.2.a. —16-16-b @; c. — Jz,Jz,d. R;e.-4v2;
4V2;f -4V2; 4V2; g. @; h. —4; 4. 3. a. —40; 40; b. -40; 32; c. —%,M d. —§,§,e -V2;V2;f. @;2.-2; 2 h. @.

4.da,l=36cm.5.2m. Pg. 42-43. 2. 4,123; 5,012; 2,303; 11,180. 3. V1620; V6; -v153; -V12; V13a® daca a > 0 si

-V134a? daca a < 0; -V15a*; V5a* dacia 2 0 si -vV5a* daca a < 0; V60a® dacd a = 0 si -v60a? dacd a < 0.
lalvs b>0: 25-7a’Va .25-6a*V30

8\/6

4. 21a1v/6; 5ava,a = 0; 3bv2ab,a = 0,b = 0; 4ab?v/3b,b = 0; ,az0; 9 a20,b>0.
2bVb’ Co4v2 7b°
5.11 < V123 < 12; -8 < V54 < =7;/729 = 27.7. 4v3;40; 5 ; 4; 2 -5% 80; 7375 2'% —40V/3; 5% 2% 3 10% 3; 55
Ns 115 4\/6 s,
-36v6;12v6.8.d.9)3V7; -8V3; - 7,5 10.2;2001. 11. =5 1 2:442:5 GJS,E,EJS 1.12. a. 4;

1;b.3V3;5;¢.v/7; 2. 14. -6 sau 6. 15.(2; 5), (3; 6), (0; 9). Pg. 44. TEST 1.1.1.V5; 2. V63; 3. 7v2; 4. 2+/3; 5. 45/10.
11.1.b.2.¢c.3.b.4.d. 111.1.1.2.2;1.3.500. TEST 2. 1. 1 cu-15;2cu0;3cu38;4cul0;5cu8;6cu-1;7cu—4; 7

cu-2.11.1.0; 2. 8; 23; 80; 3. 397,5; 4. %

Capitolul 2
Pg462—1—lOPg5031446,EZ,9\/3IR\/2® 1;—‘/32 2—5m 2 - 2\/56657aPentru
m¢2=>x——,pentrum 2=>xe@.b.Pentrum=#4=x=3,pentrum=4=xeR. 8. a.{-6; -2; 2};b.{2;10};

c. @; d. {-6;3}; e. {1}; f. {5}, g. {-15 h.{9}). 9. m e {-9; -5; -3; -2;0;1;3; 7}; b. m € Z. Pg. 54. 1. (%, 3%, + 2).
2.a.-2; b, —4. 4. (3v2; 23). 5. (2;3), (3;3); (=1; =2); (-2;4); (V5;V7); (V3; 2V2); (-1;1); (2; -2); (1;2); (3;1);
(1; -1). Pg. 56. 1. (4v/2; -3); (-1; -2); (¥3; =1); (2;0); (5;-1); (1;2); (-12; =10); (0;0); (1; -1); (2;5); (1;3); L. (2;2),
(2;0), (0;2), (0;0); m. sistemul nu are solutii; n. sistemul are o infinitate de solutii de forma (%,,5%, = 8). Pg. 59.
1. 20 l/min, 100 //min. 2. 10. 3. 100. 4. 24 elevi. 5. 1000 lei, 800 lei. 6. 40 gaini si 60 iepuri. 7. 15 lei. 8. 8; 40%.
9. 14 ani, 8 ani. 10. 6 camioane, 18 microbuze. 11. 2; 13. 12. 38. 13. 25 pagini si 54 fotografii. 14. 90 si 18. 15. 5.
Pg.60-61.1.a.V27;b.-2;¢.6.2.-9;13; R; 20; -3; 2; @; -3; 2; 1; 30. 3. a. (-2; 3); b. (v2; 3); ¢. (33 ;V3). 4.a.(1;0);
b. (- 2;0); c. (-2;1); d. (10;5); e. (2;2); f. (11;6) g. (2;3), (=2;3), (2; -3), (-2; =3); h. (5;1), (=5;1), (5; -1), (=5; -1)
; 1.(=3; -2);j.(0,5;0,5); k. (3;5); 1. (1;1). 5. 1,5kg. 6.3 cm, 4 cm, 5cm. 7. 17 cm si 17 cm sau 20 cm si 14 cm. 8. 14
ani. 9. 50", 50'si 80" sau 80, 80" si 20". 10. 887, 92", 88,92 11.2,51. 12. 7 ani. 13. 7. 14. 250 km, 87,5 km, 32,5 km.
15. Tata 33 morcovi, mama 28 morcovi si fiul 12. 16. a. 50 si 50; b. 60 si 45. 17. 150. 18. 15 apartamente de 2 camere
si 10 apartamente de 4 camere. 19. 18 fete si 13 baieti. Pg. 62. 1. 4 si 8; x; —2. 2. -3,2. 3. 8. 4.(2; -3). 5. -1 sau 4.
6.(3; —2); 7. 145. Test 1. 1. —4; —=1. 2. (3;5), (5; =2), (11;6). 3. 102 si 35. 4. a. a treia zi; b. 3000 lei. Test 2. 1. 4,5.
2.12dm i 9 dm. 3. 43 sau 48 si 8 sau 9 zile. 4. 40 bilete de 15 lei si 60 bilete de 20 lei. 5. 36 si 25.

Capitolul 3

Pg.67.2.A x B={(1; -2),(1;0),(5; -2),(5;0)}, Bx A={(-2;1),(~2;5),(0; -2),(0;5)},A x A={(1;1),(1;5),(5;1),(5;5)},
BxB={(-2;-2),(-2;5),(5; -2),(5;5)}, cardinalul lor este 4. 3. card(A = B) = 20, card(B x A) = 20, card(A x A) = 25, car-
d(B xB)=16. Pg.71.1.2vV2 cm, V26 cm, 5 cm, V13 cm, 6 cm, 3 cm, 2 cm, v26 cm. 2. V10cm, v26¢m, 6v/2cm, 2V26
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cm, 3v5cm, V34 cm, V34 cm, 2v/34 cm. 3. nu, nu, da. 4. AB = BC, P =2+/37 +v74.5.a. <B =90°(0; 3), (- 0,5;3,5),
(1,5;5,5). b. AC = BC, (1; 4), (-0,5; 2), (2,5; 2). 6. (1; 7). 7. <A = 90° 24 cm; 24 cm?; 6 cm, 8 cm si 4,8 cm. 8. b. 3+/5 cm,
3V5cm,4v5 cm. 9. P=+5+2v2 +V17.Pg. 75-77. 4. 70; 1. 5. 7,3°C, marti, duminica. 6. 32; 6; 19; 13; 6,84. 7. 5; 8;
30; 12,73; 30%. 8. 220; 250; crizanteme; frezii; 4340 lei. 9. 2,3 t; iulie, august, septembrie, octombrie; 1,2 t. 10. 13,45.
Pg.78-79.1.Ax B={(-2; -1),(-2;1),(2; -1),(2; D Bx A={(-1; - 2),(1; - 2),(- 1;2),(1;2)}, A x A={(-2; -2),
(-2;2),(2; -2),(2;2)}, Bx B={(-1; -1),(-1;1),(1; -1),(1; 1)}, cardinalul este 4. 2. cardinalul este 16. 5. nu, nu, da.
6.AC=BC,<4C=90°%A=2L P=417.7.A=25+3, P=30.9.v34. Pg. 80. TEST 2. 1. M(0,5; 1), N(~3,5; 2,5), P(0,5; -3).
2. 24 cm?, 24 cm. 3. 60 fei, 24 lei, 76,50 lei, 42,50 lei, 80 lei; economiseste 62 lei. TEST 3. 1. B(2; -4), C (-2; 4),
D(-2;-4).2.A=18, P=2V13 + 210 + 6. 3. 21°,33°,31°.

GEOMETRIE

CAPITOLUL 4.
Pg. 85-86. 1. CDEF, DEFC, EFCD, DCFE, FCDE. 5. a) 110°% b) 75° c) 94°; d) 90°. 6. ¢) 7. b) CD || AB si secanta BC,

<C =110°% ¢) 90°. 8. Notand cu A, B, C, D masurile patrulaterului ABCD, % = g = % = % = %, obtinem <A = 72°
<B = 81° <C =99° <D = 108°; dreptele AB si CD, taiate de secanta AD, formeaza unghiuri interne de aceeasi parte
a secantei suplementare (72°+108°= 180°), deci sunt paralele. 9. a) Mdsurile sunt 72° si 108°; b) 72°+108°= 180°; c)
Se procedeaza ca la problema anterioara. 10. b) <P = 50°, <Q = 110°%; c) Fie O mijlocul diagonalei NQ, MO L NQ,
PO L NQ (mediane in triunghiuri isoscele) si concluzia. 11.a) <D = 360°-(<A + <B + <C) = 90°; b) «C = 120°, <A =
70° <B = 80°. 12. <BCA = 60° se aplica proprietatea sumei masurilor unghiurilor triunghiului ABC, <ABC = 80°; se
calculeaza masura unghiului DAB. Pg. 91-92. 1. 130° 50°. 2. 70° 110°. 3. Doua laturi au 6 cm si celelalte doua au 9
cm. 4.a) 60° si 120°% b) 72° si 108°; ¢) 80° si 100°. 5. <BCD = «BAD = <EFG. 8. <A + <B = 180°=><EAB + <EBA = 90°
si concluzia. 9. Suma marginilor orizontale ale treptelor este egala cu AB, suma celorlalte margini este egala cu BC,
lungimea covorului este 4,1 m. 10. a) Laturile opuse sunt paralele si congruente; b) Prea multe informatii: ori doar
paralele, ori doar congruente; c) Lipseste cuvantul opuse; d) Lipseste cuvantul opuse; e) Lipseste cuvantul oricare.
11.AM =MB =AB:2=DC:2=DN = NC,AB || DC, deci AM || DN, AM || NC si concluzia. 12.a)AD + AM = BC + CN, MD
|| BN, deci MBND este paralelogram; b) Se demonstreaza ca MCNA este paralelogram. 13. Diagonalele BD si AC au
acelasi mijloc M. 14. Paralelogram, diagonalele se injumatatesc, OC = OD (raze) si OA = OB (raze). 15. Daca O este
intersectia diagonalelor, OM - BM = ON - DN si OA = OC, diagonalele se injumatatesc si concluzia. 16. a) DC || AB
cu secanta DE, <DEA = <EAB si cum <EAB = <DAE, obtinem <«DEA = <DAE, triunghi isoscel; b) ADAE = ABCF sau
se demonstreaza, ca la punctul anterior, ca FB = BC si cum BC = AD; obtinem FB = BC = AD = DE; c) Se dovedeste
cd AFCE este paralelogram. 17. a) ED || AB cu secanta BC, <ABC = <EDC (unghiuri corespondente) si cum <ABC =
<ACB, obtinem <EDC = <ECD, deci triunghiul este isoscel; b) Se aplica definitia; ¢) FD = AE si ED = EC, deci FD + DE
= AC = 8 cm; perimetrul este 16 cm. 18. Se demonstreaza ca ABDE este paralelogram. Pg. 96. 1. A. i. b); ii. ¢); B. i. a);
ii. ). 2. a) Laturile opuse celor doua linii mijlocii au lungimile 6 cm si 8 cm; studiem doua cazuri: cazul I in care P =
20 cm si cazul II in care P = 22 cm; b) Asemanator cu punctul anterior, dar, atentie, avem doar un caz (nu exista
triunghiul cu laturile 6, 6, 14). 3. a) 2 cm; b) 9 cm; ¢) 15 cm. 4. <DEF = <DBF (paralelogram) si <B = <«C (triunghi
isoscel). 5. Mediana DM = 6 cm, DG = 4 cm. 6. Consideram mijloacele laturilor AB si AC si aplicam de doua ori teo-
rema liniei mijlocii in triunghi. 7. a) MN linie mijlocie in triunghiul BAC; b) Se arata ca MN si PQ sunt paralele si egale
(cu linia mijlocie). 8. a) AD L BC si MN || BC; b) Aplicam reciproca t.l.m. in triunghiul ABD. 9. a) Se demonstreaza ca
CDME este paralelogram; b) MG = 6 cm, MO = 9cm, GO = 3 cm. 10. MO si NO linii mijlocii in triunghiurile BAD si
CAD, si se aplicd axioma paralelelor. 11. EF linie mijlocie in triunghiul PMN si MN linie mijlocie in triunghiul ABC,
deci BC = 2MN = 4EF. 12. Dacad O este intersectia diagonalelor paralelogramului, CO si BE sunt mediane in triunghiul
CBD, deci P este centrul de greutate; CO=12:2 =6 cm, CP =2C0 : 3 = 4 cm. 13. a) MN este linie mijlocie in triunghiul
BAP; b) MN || AP = PQ || MN si P mijlocul lui NC, rezulta ca Q este mijlocul lui MC. Pg. 100. 2. da, da, da, da, nu, da,
da. 3.da, da, nu, da, da, da, da. 4. i. b); ii. d). 5. i. b); ii. ¢). 6. Folosind proprietatea liniei mijlocii, AMNP paralelogram
si <A = 90°. 7. a. MN linie mijlocie in AABC, MN || PQ, MP || NQ (perpendiculare pe BC), deci MNQP paralelogram; b.
MN = BC: 2 = 8 cm, NQ linie mijlocie in ACAD, NQ = AD : 2 = 5 cm, MN + NQ = 13 cm. 8. a. Diagonalele AD si BC se
injumatatesc, deci ABDC este paralelogram si <A = 90°, asadar este dreptunghi; b. <ACB = 60°, iar triunghiul ACM
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este isoscel, deci echilateral; perimetrul este 12 cm. 9. a. <BOC = 120° si triunghiul OBC este isoscel, <ACB = 30°; b.
se dovedeste ca triunghiul este echilateral, AO = AC:2 =9 cm, P = 27 cm; c. AO si BM mediane, deci P este centrul de
greutate al triunghiului ABD, AP = 6 cm. 10. a. <DAE = 45°, <ADE = 90°, deci <AED = 45°, asadar ADAE este isoscel;
b. <DAC = 45°+15°= 60°, «DCA = 30°, AC = 2AD (teorema unghiului de 30°) si, cum AD = DE = = 4 cm, obtinem AC
=8 cm. 11.a. MD = 100 m, DN = 100 m, <D = 90°, asadar ADMN dreptunghic isoscel, deci <DNM = 45°; la fel se
obtine ca «CNB = 45° si concluzia; b. DP = 200 m, PC = 100 m, AMDP = APCB (CC), deci MP = PB (APMB isoscel) si
<MPD = <PBC; cum, in ACPB, <PBC + <BPC = 90°, rezulta <MPD + <BPC = 90°, asadar <MPB = 90°. Pg. 104-105.
1.70°si 110°. 2. Se formeaza un triunghi echilateral, 60°, 120°. 4. da, da, da, da, nu. 5. MN + NO + OM = MQ + QO +
MO si NO = QO, deci MN = MQ; paralelogramul este romb. 6. AM = MD si BM = MC, deci ABDC este paralelogram si,
cum AB = AC, el este romb. 7. BO = BA si CO = CA (proprietatea punctelor de pe mediatoarea segmentului OA) si ra-
zele OB = OC, deci toate laturile sunt congruente. 8. a. ABCD, dreptunghi, M, N, P, Q mijloacele laturilor AB, BC, CD
si DA; MN si PQ linii mijlocii in triunghiurile BAC si DAC, deci sunt paralele si congruente, asadar MNPQ paralelo-
gram; diagonalele dreptunghiului sunt congruente, deci MN = NP si obtinem romb; b. Se arata la fel ca la a. ca este
paralelogram si laturile acestuia sunt paralele cu diagonalele rombului, care sunt perpendiculare, deci doua laturi
consecutive sunt perpendiculare. 9. a. Congruenta de triunghiuri sau aplicam proprietatea punctelor de pe bisec-
toarea unui unghi; b. OM L AB si AB || CD, deci OM L CD si, cum OP L CD, rezulta ca P € OM. 10. Se demonstreaza
ca ABCD este paralelogram (diagonalele se injumatatesc) si diagonalele sunt perpendiculare. 13. Desenam doua
diametre perpendiculare. 14. Centrul cercului este punctul de intersectie al diagonalelor si lungimea reazie este
jumatate din lungimea diagonalei. 15. a. AADE este dreptunghic isoscel, <DAE = 45° si concluzia; b. <A = <D = 4F
=90°, deci ADEF este dreptunghi si diagonala AE este bisectoarea unui unghi. 16. Se arata ca ABDC este romb si are
unghi drept. 17. AEDF are trei unghiuri drepte, deci este dreptunghi si diagonala AE este bisectoarea unghiului A.
18. Se foloseste proprietatea liniei mijlocii in triunghi. 19. a. Prin congruenta de triunghiuri se arata ca MN = NP =
PQ = QM; <AMQ = <BNM, <BMN + <BNM = 90°, deci «<BMN + <AMQ = 90°, adica <QMN = 90° si am obtinut un
romb cu un unghi drept, deci patrat. b. Diagonalele patratului (rombului) sunt perpendiculare. 20. a. ABMC = ADMC
; b. AMDA = AMBA; c. AN = CM= ON = OM, OB = OD si BD L MN (AC) si concluzia. 21. a. Folosim secanta CD si
unghiurile corespondente cu masurile de 45° formate; b. DF L GE si GE || AC, deci DF 1L AC; dar DB L AC, deci DF si
DB coincid; c. AFAB = AFCB. 22. a.i) AADE = ABCE si concluzia; ii) AADE isoscel, <DAE = 90°-60°= 30° si concluzia;
b. Triunghiul EDC iscoscel, <EDC = 90°-75°= 15° si concluzia. 23. a. Triunghiul ADE este isoscel, <DAE = 45°, deci
<ADE = 67°30"; b. <CDE = 90°-67°30’ = 22°30’ = 45°: 2 = <BDC:2; c. EDB este isoscel, deci <EDB = 22°30’ = <EBD
si <BED = 135°. 24. a. 9<ECG = 45°+45°= 90° b. <EFB = <EFD + 45°, asadar trebuie ca <EFD = 45°, deci triunghiul
dreptunghic DEF trebuie sa fie isoscel si D mijlocul lui CF; AC = CB: 2, deci C este la o treime de A pe AB. 25. a., b. con-
gruenta de triunghiuri; c. din b. si <ADM + AMD = 90°. Pg. 110-111. 3.1. ¢); ii. b); iii. d). 4. a.10 cm, 2 cm; b. 6 cm, 4 cm;
c.8cm, 22 cm;d. 12 cm, 14 cm. 5. a. MN = 12 cm (linie mijlocie triunghi), PQ = 18 cm (linie mijlocie trapez); b. (AC
+AC:2):2=15cm,deci AC = 20 cm. 6. a. BCD = 140°, ADC = 130°; b. AECD este paralelogram, ECD = 50°, deci ECB
= 90°; c. Se demonstreaza ca PM si PN sunt paralele cu AB; MP=CD =b,PN=EB:2 =(B-b):2si MN = MP + PN.
7.M,NeDC,DC || AB,deci MN || AB si MN < AB, asadar ABNM este trapez; AADM = ABCN, AM = BN deci este isoscel.
8. Construim inaltimea PR, R € MN, MRPQ dreptunghi, MR = 5 cm, RN = 7 cm; a. ARNP dreptunghic isoscel, PR =
RN =7 cm,MQ =7 cm; b. In triunghiul dreptunghic RNP, <P = 30°, PN = 2RN = 14 cm. 9. a. <DAC = 30°, in triunghiul
dreptunghic ADC, AC = 2DC = 10 cm, AB = 10 cm,; b. AE mediand in triunghi echilateral, este si bisectoare si inaltime,
<CAE = 30°% <DCB = 120° <DCA = 60°, <FCA = 30°, <FCA = <CAE unghiuri alterne interne (cu secanta AC), deci FC
|| AE; <AEC = 90° si concluzia. 10. AB linie mijlocie in OEF, AB || EF, DC || AB, deci DC || EF (DC < EF), EFCD trapez;
ADOE = ACOF (sau ADAE = ACBF), obtinem DE = CF, deci este isoscel. 11. a. 70° 110°% b. 130°, 50°; c. 60°, 120°; 70°,
110°. 12. Se demonstreaza ca BECD este paralelogram, CE = BD = AC, deci CAE este isoscel. 13. a. <DAB = <EAB si
<DAB = <ABC, deci <EAB = <ABC unghiuri alterne interne (secanta AB), asadar AE || BC; b. EA = AD = BC, AEBC
este paralelogram, deci BE || AC. 14. CE = AD = CB, asadar triunghiul CEB este isoscel, <CEB = <CBE, si cum <B = <A
, obtinem <CEB = <A unghiuri corespondente congruente (secanta AB), deci CE || AD si concluzia. 15. a. MN linie
mijlocie, MN || BC si BM = CN (jumatati de laturi congruente); b. <M = <B si <N = <C (secantele AB si AC), si cum <B
= <C, obtinem <M = «N, deci triunghiul AMN este isoscel, AM = AN, deci BM = CN; c. Triunghiurile ABC si AMN is-
oscele: <B = <C = (180°-<A):2, <M = <N = (180°-<A):2, deci <B = <M unghiuri corespondente congruente cu
secanta AB, asadar MN || BC. 16. a. <AOB = 90°, <AOC = 180°, «BOC = 90°, deci <BOD = 180°; b. <BAO = <DCO = 45°
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alterne interne cu secanta AC, asadar AB || CD; c. de la b. ABCD este trapez, ABOC = AAOD, deci BC = AD, trapez is-
oscel. 17. EF linie mijlocie, EF || DM si, prin calcul, se arata ca EF = DM. 18. a. ADAB = ACBA, deci <DBA = <CAB,
triunghiul OAB isoscel; pentru triunghiul OCD se arata ca OC = OD (prin scadere de segmente congruente); b. cazul
LLL sau LUL. 19. a. Se demonstreaza ca AECD este romb, CE = 4 = CB, deci triunghiul CEB este isoscel si are un unghi
de 60°, asadar este echilateral; b. AE = 4, EB = 4, AB = 8 cm; c. BAC = 60° : 2 = 30°, ABC = 60°, deci ACB = 90°. 20. a.
DM mediana corespunzatoare ipotenuzei in triunghi dreptunghic, DM = AB : 2, iar NP linie mijlocie a triunghiului
ABC, NP = AB : 2; b. MP linie mijlocie in triunghiul ABC, MP || BC deci MP || ND si concluzia. Pg. 116-117. 1. a. P =
40cm,A=96cm? b.P=32cm,A =64cm?%c.l=10cm, P =40cm, A = 96 cm? 2. 2 laturi au 6 cm si celelalte doua
au9cm3.a-4,b-1,¢-2,d-3. 4.36cm? 5. A=64,L = 4l, 4l - | = 64,decil=4,L = 16 si P = 40cm. 8. a. 60 cm?% b. 27 cm?
;c.24cm*d.34cm* 9.a.A,, =AB-DE=36cm*b.A, ~=BC-DF, 36=6DF,DF =6 cm. 10. Aplicam teorema
unghiului de 30°, aflam inaltimea din D corespunzatoare lui AB, h = 3cm, A = 24cm? 11. Se demonstreaza ca

ABCD
BD 1 AD, deci BD inalfime, A =36cm® 12.a.A, . =36cm?* b.CE=72cm. 13.a. A, =48 cm?* b.h=9,6 cm. 14. a.

Aplicam teorema lui Pitagora; b. A, .= 30cm? c. AD = %cmz. 15. Aplicam teorema unghiului de 30° h = 2cm, A

=7 cm2. 16. Inaltimea corespunzatoare varfului A din cele doua triunghiuri este aceeasi, si BM = CM. 17. Teorema
unghiului de 30°, h = 6cm, A = 72cm2. 18. A =50cm? A, =10cm? 25%. 19.h=4cm,A, = 40cm? 20. Teo-
rema unghiului de 30°, h = 2v/3 cm, A, =16 V3 em2 21. Teorema unghiului de 30°, BC = 10 cm, A= %cm
.Pg.118-119. 1. Se obtin doua unghiuri drepte. 3. a. Se foloseste proprietatea sumei masurilor unghiurilor in pa-
trulater; b. <ADE = <CDE = 72°, AADE isoscel si concluzia; c. Se demonstreaza ca DC || EB (secanta BC) si DE || BC
(secanta EB). 4. 54 placi. 5. a. 24 cm; b. 20 cm; ¢. 3 cm; d. 16 cm. 6. 12 cm. 7. Se demonstreaza ca paralelogramul are
doud unghiuri consecutive congruente. 8. Se demonstreaza ca doua laturi consecutive sunt congruente. 9. Se folo-
seste faptul ca AM este linie mijlocie in ABCP si ACBN. 10. Se demonstreaza ca <BMC = <AMN si concluzia. 11. a.
Se demonstreaza ca AMON este dreptunghi, deci diagonalele MN si AO sunt congruente; b. Daca P este intersectia
diagonalelor, triunghiul POM este isoscel, PMO = POM = MOB, unghiuri alterne interne cu secanta OM, deci MN ||
BC. 12. ADAM = ABCN(1U), deci AM = NC; DM || BN (sunt perpendiculare pe drepte paralele), MB || DN si <M = 90°,
deci DMBN dreptunghi. 13. a. <AEO = <AOE (complementele unghiurilor <ABE = <«CBE); b. Se demonstreaza ca
AAEO = AMEO si concluzia. 14. <MBE = <BAD (suplementele unghiului ABC), ABAD = AMBE (LUL) si concluzia. 15.
a. <DAM = <MAB = <AMD; b. <MAB + <MBA = 90°; AD = DM si MC = CB, P = 48 cm. 16. Bisectoarele oricaror doua
unghiuri consecutive ale unui paralelogram sunt perpendiculare si concluzia. 17. Se demonstreaza ca DM = AD =
AN si concluzia. 18. a. ABAE = ACAN; b. Daca BE n CN = {0}, se studiaza unghiurile din patrulaterul MBON; c. Se
demonstreaza ca <PAC = <AEQ si concluzia 19. Se demonstreaza ca sunt toate pe linia mijlocie a trapezului. 20. a.
Diagonalele se injumatatesc; b. ANCF paralelogram si concluzia; c. MA || BC, AN || BC si concluzia. 21. Daca E este
mijlocul laturii AB si F este mijlocul laturii CD, se demonstreaza ca M, E, O sunt coliniare, E, O, F sunt coliniare si
O, F, N sunt coliniare. 22. a. Se poate demonstra congruenta laturilor opuse (congruente de triunghiuri) sau faptul
ca diagonalele se injumatatesc; b. Se demonstreaza ca DMBN este paralelogram; c. Punctul E este centrul de greu-
tate al triunghiului ABD, deci DM este mediana. 23.A, ~=60cm? A, = 48cm? Pg. 120. TEST 1. 1. congruente
si perpendiculare. 2. trapez. 3. dreptunghi sau patrat. 4. romb sau patrat. 5. dreptunghic. 6. linie mijlocie in trapez.
7. paralelogram. 8. isoscel. 9. mijlocul. 10. jumatate din suma lungimilor bazelor. 11. patrat. 12. congruente. 13.
suplementare. 14. jumatate din lungimea laturii pe care nu o intersecteaza. 15. patrat. 16. dreptunghi. 17. patrat.
18. patrat. TEST 2. 1. a. Se verifica definitia; b. Ambele unghiuri sunt suplementele unor unghiuri congruente ale
paralelogramului APMN; c. APMN devine romb si concluzia; d. Se demonstreaza ca PM = PB si se obtine P, = =
30 cm. 2. a. Se demonstreaza ca diagonalele se injumatatesc; b. In AABD, AB + BD > AD si, cum BD = AC si AD = 2AN
, se obtine concluzia. 3. FE || DC (linie mijlocie in AMDC) si se demonstreaza ca DM = MC si concluzia; b. FE || DC ||
AB si se demonstreaza ca AF = BE; c. Se demonstreaza ca AF, respectiv BE intersecteaza Cd in mijlocul acesteia.

ABCD
2

CAPITOLUL 5.
Pg. 124-125. 1. echilateral. 2. patrat. 3. d(0,AB) = d(0,CD)=AB = CD deci AB = CD. 4. a. In triunghiul isoscel

OBC se obtine ca <BOC = 40°, AD = BC = 40°% b. Daca punctele C si D sunt de o parte si de alta a diametrului AB.
5. Daca construim diametrul perpendicular pe coarda AD si M este intersectia lor, M este si mijlocul lui BC si al lui
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AD. 6. AB=CD= AB = (D, d(0,AB) = d(0,EF)=> AB = EF si concluzia. 7. a. Congruenta de triunghiuri sau <A0C =

<BOD = AC = BD = AC = BD, se demonstreaza la fel ca AD = BC, deci si distantele de la centru la cele doua coarde
sunt egale; b. Daca <AOD = 60°; c. Diagonalele se injumatatesc si sunt congruente, deci ACDB este dreptunghi; daca
diametrele sunt perpendiculare, devine pdtrat. 8. a. 60°, 60°; b. Este triunghiul isoscel si are un unghi cu masura de

60°% c. AD = BE = AD = BE =distante egale; d. Se demonstreaza ca DE || AB (unghiuri alterne interne congruente cu
secanta OD) si ca AD = BE, P = 20 cm. 9. Desenam diametrul care trec prin A si o coarda perpendiculara pe acesta.
10. Intersectia mediatoarelor celor doua coarde este centrul cercului; daca cele doua coarde sunt paralele si M si N
sunt punctele de intersectie ale mediatoarei comune a lor cu cercul, atunci MN este diametru. 11. a. b. Se aplica
proprietatea diametrului perpendicular pe coarda; c. Daca CD este diametru. 12. a. Se demonstreaza ca AC = BD,
deci d(0,BD) = d(0,AC) = 3 cm; b. Se demonstreaza ca <OCA = 30°, <DOA = 60°, deci AODA este echilateral, AD =
6 cm; c. Se aplica proprietatea liniei mijlocii in triunghi. 13. a.AB || CD = BC = AD = AD = 55°% b. <COD = 150°.
14. a. Coardele sunt paralele si se aplica teorema 3; b. Se demnstreaza ca <AOB = <«DOC. Pg. 128. 1. a. <BCD sau

<BED; b. CE; <CBE = <CDE. 2. Arcele AM si CM sunt congruente, deci si coardele corespunzatoare sunt congruente.
3. a. Ambele unghiuri au masura de 70° sau 110°% b. Unul dintre unghiuri are masura de 70° si celalalt 110°. 4. 160°,

40° 120°. 5. <BAD = 100°, <ABC = 125° <BCD = 80°, «CDA = 55°. 6. Dacd notam cu x masura arcului mic ﬁ, obti-
nem x + 2x + 2x — 40° = 360°, x = 80°, <A = 40°, <B = 80° si <«C = 20°. 7. a. O este in interiorul triunghiului, deci in
interiorul unghiului ABC si obtinem concluzia; h. AC = 130°, ABC = 230° <4ADC = 115° 8. <C =90° <A = 4B = 45°.
9.AD = BC = 80°, BD = AC = 100°. 10. 60°, 130° 170° si 30°. 11. 70°, 50° si 200°. 12. Daca notam cu 2a, 2b, 2¢ si 2d
masurile celor patru arce de cerc, se calculeaza masurile unghiurilor MPN si PNQ si se obtine concluzia. 13.<BDC
= BC: 2, <DBE = DE: 2 si concluzia. 14. Se procedeaza ca la problema anterioara si se obtine <BAC = (BC + DE) : 2.
Pg. 130-131 1. a. O infinitate de cercuri, toate cu centrul pe bisectoarea unghiului; b. Centrul cercului este, pe bisec-
toarea unghiului, la distanta de 8 cm de fatide A. 2. a. AB=12 cm, BC= 13 cm,AC= 15 cm, P =40 cm; b. BM = 4 cm,
CN =8 cm, AP = 6 cm; c. 6 cm. 3. IM L BC si, daca punctele A, I si M sunt coliniare, atunci Al este inaltime a triun-
ghiului; cum Al este si bisectoarea unghiului, obtinem concluzia. 4. BM = BN, CP = CA, deci obtinem BM = CP si,
cum AM = AN, prin adunarea ultimelor doua egalitati obtinem AB = AC. 5. Se demonstreaza ca triunghiul DAC este
isoscel si are un unghi cu masura de 60°, deci este echilateral, de unde se obtine concluzia. 6. <MAB = <MAO - <BAO
=90°-40°= 50°. 7. Se procedeazd ca la problema anterioara. 8. Se demonstreaza cd este dreptunghi si are doua laturi
consecutive congruente. 9. a.a L AB, b L AB, deci a || b; b. trapez dreptunghic sau dreptunghi; c. <OMN = <AMN:2,
<ONM = <BNM:2, unghiurile AMN si BNM sunt suplementare si se obtine concluzia. Pg. 134-135. 1. a. romb; b.
dreptunghi. 2. Triunghiul ABC obtinut este echilateral. 3. a. 108° b. 135°%; c¢. 150°% d. 156°. 4. a. 9; b. 16; c. 24; d. 30.
6. 400. 7. Cercul inscris are acelasi centru cu poligonul si raza egald cu apotema poligonului. 8. a. Laturile sunte
egale curaza; b. BC || AO (din punctul anterior), deci BC || AD si BC < AD, asadar este trapez si AB = CD; c. <ACD =
AFD: 2 = 90°% d. AB || DE si AB = DE, deci ABDE este paralelogram; unghiul drept se demonstreaza ca la punctul

anterior. Pg. 137. 1. a. 10m cm, 251 cm?; b. 161 cm, 641 cm?; ¢. 51 dm, 6,251 dm? 2. a. 25,1 cm; 50,2 cm?; b. 43,9
cm, 153,8 cm?; ¢. 21,9 dm, 38,4 dm?. 3. a.9 cm; b. 10,4 dm; 3,8 m. 4. Diametrul este aproximativ egal cu 75,4 : 3,14,
deci raza este aproximativ 12 m. 5. L =~50,24cm, 20 de cercuri necesita aproximativ 1004,8 cm, deci citca 10,05
m; achizitiondm 11 m de sarma. 6. a. 9 cm; b. 11 ¢cm; 0,7 dm. 7. Lungimea arcului de cerc reprezinta un sfert din
lungimea cercului. 8. 900m cm? r =30 cm, L = 60rcm, L = 10mcm. 9. 115m cm? 10. Aria sfertului de disc este
aproximativ 113,04 cm?, deci aria suprafetei hasurate se exprima ca diferenta de arii si este aproximativ 30,96 cm?.
11.0E=8cm, A, =64mcm? Apier = 55,04 cm?, iar 22% din suprafata patratului reprezintd 56,32 cm? 12.L =
70mcm ~ 2,198 m, 200 rotatii inseamna ~439,6, deci aproximativ 440 metri. Pg. 138-139. 1. OM L BC, ON L DE,
<4MAN = 90°, deci OMAN este dreptunghi si concluzia. 2.AB = AC, deci triunghiul este isoscel. <ABC = 120°: 2 = 60°,
deci triunghiul este echilateral. 3. In triunghiul dreptunghic ODM, OM = %OD, deci <ODM = 30°, <DOC = 120°; arcele
AD si AC sunt congruente si obtinem <AOD = <AOC = 120°, deci AADC este echilateral. 4. Daca OB L MN, obtinem

MB = NB, deci arcele AB si CB sunt congruente, de unde concluzia. 5. Daca AO 1 MN, atunci A este mijlocul arcului
MN, deci MA = NA, de unde concluzia. 6. Dacd notam cu E si F proiectiile lui O pe coarde, se demonstreaza ca OEMF
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este patrat. 7. Trapez isoscel sau patrat. 8. MAN = 2b + 2¢ = 180°-48°= 132°, <MAN = 114. 9. D este mijlocul arcului
BC, raza OD intersecteaza BC in mijlocul acestuia, deci este perpendiculara pe coarda. 10.a. AB = AC = (360°-140°) :

2 =110° AN = 55° b. <MPN = 55°% c. <MPN = (AB + AC): 4 = (360°-140°) :4 = 55°. 11. b. Se pot desena o infinitate
de cercuri, centrele lor se afla pe o dreapta c, paralela cu cele doua drepte, situata la mijlocul distantei dintre ele; c.
Desenam un cerc cu centrul in A, de raza 3 cm, acesta intersecteaza dreapta c in doua puncte; cercurile cu centrele
in aceste puncte, de raza 3 cm, sunt cercurile cautate, deci sunt 2 cercuri. 12. a. Raza OM este perpendiculara si pe
coarda si pe tangenta; b. Raza OM, fiind perpendiculara pe tangenta, devine perpendicularad si pe coarda, deci inter-
secteaza arcul in mijloc. 13. Se demonstreaza ca <ACB = 60°, si cum CA = CB, obtinem ca AABC este echilateral.
14. Triunghiurile ADI, BEF si CGH sunt echilaterale, laturile hexagonului au toate lungimea egala cu o treime din
lungimea laturii triunghiului; se demonstreaza si congruenta unghiurilor. 15. romb sau patrat. 16. Se foloseste
proprietatea liniei mijlocii in triunghi. 17. a. Daca M este punctul de tangenta al ccercului de centru G cu latura AB,
AEGM si MGFB sunt dreptunghiuri, <EGF = 180°; b. Diametrul cercului de centru G este egal cu BC deci 10 cm, EF =
r+2r+r = 20cm,; c. AECF paralelogram, EG = GF, deci diagonalele AC si EF se intersecteaza in G; d. Suprafata cu
flori este formata din doua discuri, Aﬂ =50~ 157m?% A =200 - 50m ~ 43 m?. Pg. 140. TEST 1. 1. a. 170; b.

ramasa

230;c.65;d.60;e.BD =DC,<«BAD = <DAC, de unde concluzia. 2. a. AODA este echilateral, DA = OA = AB, deci AODB
este dreptunghic, OD L BD; b. Se demonstreaza analog ca si BE este tangenta la cerc, deci BE = BD si <EDB = 60°.

3.a. Se demonstreaza ca OMCN este patrat si N este mijlocul segmentului BC; b. A,, . =600m? A, =100m~314m?

A ~ 286m2 TEST 2. 1. i. b; ii. d; iii. a; iv. c. 2. <AMB = ADB:2 = 135°% <AMD = <DMB = <CMB =

gazon

3.a. Diagonalele se injumatatesc, deci este paralelogram, AM = MB, diagonalele sunt egale, <AMB = 90°, diagonalele
sunt perpendiculare, deci este patrat; b. L =L, . +AD+DC+CB,L =(10m+60)m;c.A

contur semicerc contur totala = Asemidisc + AABCD
= (50m + 400) m?.

CAPITOLUL 6
11331 25 4 71
Pg. 144. 1. 55 8 1; D este mijlocul segmentului AB. 2. E’E 5 3. E’E’ﬁ’g’i 0 3 , 30
daca folosim mm. 5. ﬁ,% % % % 6.AM=6cm,MB=14cm,— 10" 7 10’1; 7. A este intre M si B; AM = 3p, BM = 7p, AB
t
=4p,p=50m,AM=lScm,MB=350m,Z,— 8. ——t—‘=Z,AC=4km,CB=161<m.9.AB=4cm,BC=SCm,CD=80m
2

,AD =18 cm. 10. AM = %AB =NB. 11.AM = MN = NP = PQ = QB = q, se aplicd teorema paralelelor echidistante si se
obtine AD = DE = EF = FG = GB = b; se exprima segmentele in functie de a si b si se obtine concluzia. Pg. 147-148.
l.a.6cm,72cm, 4,8 cm;b.8cm, 1,6 cm, 6,4 cm;c. 10 cm, 37,5 cm, 22,5 cm; d. 10 cm, 15 cm, 6 cm. 2. a.3 ¢m, 4 cm,
15cm; b. 4,5¢cm, 15 cm, 13,5 cm; ¢c. 6 cm, 22 cm, 33 cm; d. 15¢m, 15 ¢cm, 7 cm. 3. a. 7 cm, 8 cm, 8 cm; b. 6,4 cm, 16,8
cm, 25,2 cm; ¢. 67 cm, 4\/§cm 162 cm. 4. a. 4cm,8cm,3cm,6cm,6cm, 12 cm;b. 2,1 cm, 4,2 cm, 0,7 cm, 1,4

cm, 2,1 cm, 3,5 cm; ¢. 5v3 cm, 3v3 cm, 2+v/3 cm, 10v/5 cm, 45 cm, 20+/5 cm. 5. a. §§§,b 9cm, 12 cm, 12 cm,

28 cm;c. 10cm, 6 cm, 8,4 cm. 6. 4 cm, 3 cm, 3 cm, 6 cm, EF = GC =3 cm, FH = AE = 6 cm. 7. Se demonstreaza cé%

== 8 DB =EC = FC $ si concluzia; b. ﬁg = % = % si concluzia. 9. Teorema lui Thales, aplicatd in AOAB cu DC ||
AB respectlv in AEAB cu DC || AB. 10. a. 6 cm, 9 cm; b. %ﬁ ZI; gg si concluzia. 11. a. g](); 5,b BD = 4,5cm, DC
=75cm. Pg. 152. 1.da, nu, da, da, nu, da. 2. da, da, da, nu. 3. NC = 150m,ﬁ,—lg—%—%—%51concluzw 4, 0—2—3

BO, AD || BC. 5 % %51 concluzia. 6. [gﬁ % Ag—g& concluzia. 7. glo) g—g 5—251 concluzia. 8. 82 82 %
si concluzia. 9. Se demonstreaza ca OB = OC si, cum OM = ON (raze), se obtine OA];I oc S 51 concluzia. 10. Se aplica re-
c1pr0ca teoremei lui Thales. 11.a. BM = MC =8 cm, gg %—é(teorema bisectoarei); b. si c. se demonstreaza ca Dg

= E_ Pg. 156. 2. 64°, 35° 81°. 3. Se obtin laturile MP = 7,5cm, MN = 15cm si P = 32,5cm. 4. Unghiurile sunt con-
gruente si laturile sunt prportionale. 5. a. isoscel; b. echialteral. 6. <C = 30° si <D = 90°, deci unghiurile corespunza-
toare sunt congruente; aplicand teorema unghiului de 30°, AB = 2 cm si EF = 14 cm, si se verifica proportionalitatea
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laturilor 7.30cm 60 cm. 8.a.4cm,6 cm; b. 15cm, 7,5 cm; ¢. 15 cm, 12 cm. 9. a. 8 cm, 20 cm; b. 6 cm, 10,5 cm.

10.8M_2_ BC 21cm.11. a. Se aplica reciproca teoremei lui Thales; b. BC = 16 cm. 12. a. AAOB ~ ACOD, se

scriu rapoartetfe si se obtine concluzia; b. BO = 3DO, 4DO = 16, DO = 4 cm, BO = 12 cm. 13. Aplicand T.FA. in AMAB,

MD MC DC MD 3
DC|| AB obtinem —— MA = MB AB,de unde —~——— MD+4.6 =5S3MD =MD + 4,6, deci MD = 2,3 cm; analog MC = 2,5 cm; P

> % MDC
=7,8cm, P, .=23,4cm. 14. AM N DE = {N}, AADN ~ AABM si AAEN ~ AACM, si se obtine concluzia. 15. 0,B || O, A,

R(R
ACO,B~ACO, A, se obtine CO, = ( i r) . 16. Aplicam T.EA. in triunghiurile MAB si MAC si obtinem AAg ﬁg AM/IQ
DE _ MD DF
MB = MC, deci EM =FM; ;¢ =MA=acs aplicam proportii derivate.

Pg. 161. 2. NU, asemanarea este AABC ~ AMPN. 3. Se foloseste cazul UU. 4. Se foloseste cazul UU; afirmatia nu
este adevaratd! 5. a. Cazul LUL; b. rezulta din asemanarea triunghiurilor; c. DE = 16,5 cm. 6.<DBC = <BAC = 36°,
<C comun, se aplica cazul UU. 7. se demonstreaza ca ADAB este isoscel si <B este unghi comun; cazul UU. 8. AADE
~ AACB si obtinem relatia din rapoartele de asemanare. 9. a. Cazul UU; b. Se obtine din rapoartele de asempnare.

10. a. «CAB = <CDB(subintind acelasi arc de cerc), cazul UU; b. se obtine din rapoartele de asemanare. 11. a. am-
MD _ MC NB _ NC

bele triunghiuri sunt asemenea cu AAMNsau cazul UU; b. AMDC ~ AMAN, T~ VA = MN analog NA = NS concluzia.
12. a. cazul UU; b. Se obtine din rapoartele de asemanare. 13. Ambele relatii se obtin din asemanarea ACAA’ ~
ACBB/(UU). 14.AMDC ~ AMNP =38 = BE AMDF ~ AMNE 5318 = 2 qeci 21F - ﬁg@T’ = -L, asadar latura pa-
tratului este 6 cm. 15. PADEF =161cm. 16.a.16cm, 18 cm; b. 24,5 cm; c. 0,25 sau 4. 17.@ = %, Pg‘“ém o Py = h5cm;
raportul ariilor este E sau 16. 18. a. raportul ariilor este 3%, A =225:9 = 25cm? b. % = % = % deci raportul

AMNP

de asemanare este %sau 2. 19. Se demonstreaza analog cu ultima problema rezolvata. 20. Se demonstreaza analog

A
cu ultima problema rezolvata. 21.A, _ =72cm* A=A _+A  AEDC ~ AEAB,22¢=1qjobtinemaA =24

ABCD » “AEAB AEDC ABCD’ A 45 ; AEDC

AEAB
10 12 15 16 8

cm?Pg. 162-163. 2. 148 cm; 3703737 5 a. 160 km, 120 km; b. %, 280 km. 5. a. 2 cm, - cm, 5 cm; b. 5,2 cm, 10 4

cm, 19 cm; ¢. 45 cm, 4v6 cm, 12V6 cm. 6. A, E A, A. 7.a.10;b. 5;¢. 2. 10. P, = 63cm, P, = 12,6,1 sau 5

’ 25
sau2s. 11, 8Y - BM _ BP si concluzia 12.b. cazul UU; c. 12,8 cm, 6,25 cm. 13. AABC ~ ABDA si se obtine Conclu21a.

NC MA PD>
14. cazul LLL, raportul ariilor este L sau 4. 15. Se aplica succesiv teorema lui Thales: AD _AE_BF_ &31 concluzia.

AB T AC ™ BC BA ©
CE _EO0 AE _EO _a-b
16.4cm,4cm,4cm,6 cm, 6 cm, 6 cm, 8 cm, 4 cm. 17 aACT b == prin adunare: 1 = EO(a b)’EO b Pg.

164. TEST 1. 1.¢c.; 2. 1. b; ii. ¢. 3. 2.A0 = 12,5 cmsi CO = 7,5cm;b.ED— 15 cm; c. 64%. 4. a. AMAB ~ AMCNslconclu-

zia; b. Se demonstreaza ca z?v o Se aduna cu relatia de la punctul anterior si se obtine concluzia.

TEST 2: 1. 2; 2. 10; 3. 2,25; 4. a. Se demonstreaza ca <DBC = <A si se aplica cazul UU; b. CD = 6,4 cm. 5.a. AM
= 2 cm, si se calculeaza raportul; b. cazul LUL; ¢. Din asemanare obtinem ca <AMD = <BCM si, cum <BCM + <BMC
=90°, obtinem concluzia.

CAPITOLUL7 - o B B B
Pg. 168. 5. a.2v15, 16,46 si 4v/10; b. 15,10,5vV2,5vV6;c¢c. 12,16, 8,83 i 30% d. 6,12, 18, 6vV2 si 63. 6.
Inaltimea corespunzatoare ipotenuzei este si mediana, c=+v6-12 =6 V2 cm, inaltimea este 6 cm. 7. AB? = % -BC,

deci BC = V128 = 8v/2 cm, iniltimea este 4v2 cm. 8. 63, 2+/3,6v2 si2v/6.9. AD =6cm, AB=6+v2cm, A =362
cm?si P =12(1 + v2)cem. 10. Construim indltimea CE in triunghiul dreptunghic ACB, AE = 6 cm, EB = 8 cm, CE =
V6-8 =4+/3 cm,deci AD = 4+/3 cm. 11. AABC,AD 1 BC,BD = 2AD,AD?=BD - DC = AD = 2DC, BD = 4DC, BD + DC
=10,deciDC=2cmsiBD =8cm,AD =4cm,AB = 4 V5 cm SiAC=2 V5 cm. 12. Notam cu E piciorul inaltimii din C,
BE=4cm,AE=16cm,CE=+v16-4 =8cm,A=128cm? BC=v4-20 =4+/5cm,P=(32+8+5)cm. 13. BC=18 cm,
BD=6cm,DC=12cm,AB=6+3 cm,AC =66 cm. Pg. 171-172 1. a-3, b-1, ¢-5,d-2. 2. a. CD = 24 cm, AD = 7 cm; b.
BD = 8cm, BC = 16cm, A,,, . = 120cm?®. 3. a. T.P. in AAOB: AB = 65 cm si se aplica formula indltimii in acelasi
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‘/S'b AABO dreptunghic si <BAO = 30°, BO = 5cm, T.P. AO = 53 cm, AC=10v3 cm, BD =
10cm, A =50v3 cm?2 4. a.18 cm; b. 12 em. 5. i. d); ii. b); iii. ¢). 6. T.P.in AABD: AD = 4cm, P, = (85 + 8)cm,

ABCD ABCD

A, oy =AD-BD =32 cm? 7. T.P.in AABD, BD = 6 cm, DC = 10 cm si aplicam T.P. in AADC, AC = 8v2 cm. 8.a. <C=90°
, b. <E = 90°% c. <M = 90°% d. <«I = 90°. 9. AB? = 196, BC? = 49, A C? = 245 si, aplicaind R.T.P,, obtinem <ABC = 90°,
de(:1 ABCD este dreptunghi, BD = AC = 7V5 cm. 10. 82 = 4% + (4+/3)? deci <ANB = 90°, mediana BN este si inaltime,
BC = BA = AC, triunghi echilateral. 11. a. DM = 65 cm, MN = 3+/5 cm; b. se calculeaz si DN si se aplica R.T.P. (Ob-
servatie. Se poate demonstra, folosind asemdnarea, ca <AMD si <BMN sunt complementare). 12. a. Construim CE L
AB,E € AB,AE = DC =9 cm, EB = 4 cm, aplicim T.P.in ACEB, CE = 6 cm = AD; b. Aplicim T.P.in AADC, AC = 3V13 cm
si verificam R.T.P. in ACAB: (3v13)? +(2V13)? = 132 adevarat. 13. a. AC = 5 cm, AM = 6 cm, CM = v/61 cm, V61 <
V64 (=8);b.AM=3cm,AB=6cm,BC==2v10cm, P=(10+ 2v/10) cm. 14. AC = 8 V3 cm; aplicand teorema bisec-
CD _ 66

triunghi dreptunghic: 12

toarei: ;5 == = 3,CD = = 3AD, AD =23 cm; aplicam T.P.: BD = 6 cm. 15. a. AplicéndTP in AABC: BC = 6v/5 cm
-4 1 AE_AD DE _1
siin AADE: DE = 2+/5 cm; b §°12CC3) © a5 = ac si <A comun, deci AADE ~ AACB, BC 3=>BC 3DE. 16. a.

AAOD echilateral, AD = AO = AC.2 = 6.cm; T.P. in AABD: AB = 63 cm; b. BE = 2+/3, aplicim T.P. in ACBE: CE = 43
si verificam R.T.P. in ACAE. 17. A =90cm?; dacaCE L AB,E€ AB,BE=(18-12):2=3cm, TP.iIn ACEB: BC=3

ABCD

V5cm, P, =(30+6+5)cm;AB=18 - 3=15cm, T.P.in AACE: AC = 3v29 cm. Aplicatia practica. Folosim perime-

ABCD

trul; trebuie sa aproximam prin adaos la un numar natural. 18. BE L DC, E € DC, T.P.in ABEC: BE=6cm,A,, . =96

cm? T.P.in ABED: D B? = 292 si verificam dacd D B? + BC? = D C? egalitatea nu se verifica. 19. AOAB este dreptunghic
isoscel, AO = 32 cm; la fel se obtine CO = 42 cm, deci AC = 7v2 cm; T.P. in AAOD: AD = 52 cm; construim inal-

timea trapezului care trece prin O si se calculeaza lungimea ei: 7cm, A, =49cm? Pg. 176. 1. a. sinC = g_ b. cosF

ABCD
=%;c.th—— d. cth—— 2.a.BC=8cm;b. MN = 8 cm; c¢. OD = 9 cm. 3. teorema lui Pitagora: BC = 3\/13 cm, sinB

= 2‘1/%, cosB = 3‘1/%, tgC=+.4.a.cosC= g(m AADC); b. AD = 6 cm (teorema lui Pitagora); c. sinC = . 5. 0,422;

0,422; 0,839; 1,192. 6. sin 40°= 0,642, AC = 16,05 cm, cos40° = 0,766, AB = 19,15 cm. Pg. 180. 1. 6cm, J;, ‘/36, V2.2.

a. 10,2\/H b. 4\/5 20; c. 2v2,6+2. 3. a. 4v10,8vV2; b. 62, 6V6; c. 646, 6/2. 4. 15¢cm, 7,2cm, 7,5 cm, 5,4cm,

4 3

2,1cm ’E’g’Z’_ 5.6+/2 cm, 5v/2 cm, 30V2 cm? 6. AB = 163 cm, AC = 242 cm, BC = 8(3 ++/3) cm. 7. DE = 4cm,
A, =40cm?2 8.a.2vV3 cm, 4v/3 cm; b. 5cm, 2,5cm; ¢. 3v6 cm, 1,5V6 cm. 9. a. 10vV3 cm, 75v/3 cm?; b. 18 cm, 81

ABCD

V3 em? . 30V2 cm, 450+v/3 cm?. 10. a. 4cm, 4+/2 cm; b. 2,52 cm, 5¢cm; . 3v3 em, 3v6 cm. 11. a. 32cm, 64 cm?;
b.24+/3 cm, 108 cm? ¢. 40V/7 dm, 700dm?. 12.a.7vV3 cm, 14cm; b. 9dm, 6 V3 dm; c. 2V6 m, 4V2 m. 13.a. 63 cm

,27+v/3 cm?; b. 8 cm, 16V3 cm?; ¢. 4V6 cm, 24+v/3 cm? 14. MN = 46 cm, ::AMNP = 3;{3
‘ABCD
inaltimea AD si se aplica cosinusul unghiului C, BC = 12v3 cm. 2. 130. 3. V73 cm, 2v/13 cm si 5 cm. 4. AB = 12 cm,
AC=16cm,AD=9,6cm,BD =72cm,CD = 12,8 cm. 5. Se verifica faptul ca triunghiul este dreptunghic, h = 3 V6 cm
.6.a.P(6,6) sau P(6, — 6); b. P(4 V3, 4) sau P(-4 3, 4); c. P(-3V3,9) sau P(-3+/3,-9). 7. 7V/3; 98 V3 cm2 8. a. <A =
<E = <F = 90% b. AF = DE si se aplica teorema lui Pitagora. 9. Se construieste AD 1. BC, D € BC, P = 6(+/2 + V3 +3) cm
A=18(1 +V3)cm? 10.a. AADE, <D = 90°, <A = 30°,AD = 6 /3 cm, AE = 12cm=AB, A, | =72V3 cm? b.EM = 4cm
(teorema catetei in AADE) si EN = 6cm, MN = 2cm. 11. Se calculeaza lungimile laturilor triunghiului si se verifica

reciproca teoremei lui Pitagora. 12. P = (10V6 +8+v2)cm, A = 64cm? 13. 96 cm? 14. Se construieste DE || BC, E €

AB si se demonstreazd ca ADAE este dreptunghic; A, = 452‘/6 cm? 15. 55 cm. 16. a. 27v/3 cm% b. 128 cm?; c.

60,753 cm2 17. a. BN || AM (folosind secanta AB), h = 6 /3 cm, A =60+/3 cm? b. MN = 47 cm. Pg. 182. TEST

ABNM
1.1.¢c.2.d.3.b. 4.8 cm. 5. 16 cm. 6. 1. 7. a. Se aplica teorema lui Pitagora in AABM; b. P = 8(V3 + V6 + 3)cm; c. Cu
reciproca teoremei lui Pitagora se demonstreaza ca AAMN este dreptunghic, <ANM = 90° si se foloseste faptul ca
MN || BD. TEST 2. 1. a. CE = 8+/2 cm (teorema lui Pitagora in ABCE), P  EoD = 8(4 + v2) cm; b. Se aplica teorema lui
Pitagora in ADAE; c. Se calculeaza NE si DN (teorema catetei), valoarea raportului este 4. 2. a. Se foloseste sin45° in

Pg. 181. 1. Se construieste
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AADE; b. AE = 4 cm, BE = 2 cm si se aplica teorema lui Pitagora in ABED, BD = 25 cm; c. CF = 3+/5 cm si se verifica
relatia. 3. a. Se verifica rezultatul; b. <BCD = 90°, se aplica teorema lui Pitagora, CD = 6 cm (sau se demonstreaza ca
ACOD este echilateral); c. A, .. = 27 V3 cm?si A =9 V3 cm?, valoarea raportului este 3.Pg. 184—186. Algebra 1.
17; 21; 24; 32; 5,6; 7,2; 23,5. 2. 2,12; 4,15; 12,12. 3. V32; V300; v432; V1620; ~V153; ~V12; V6; V13a? dacaa > 0
sau —v13a2daci a < 0; —V15a*. 4. 3V6; 12+/5; 30v6; 45v2; 21a1v6; 5a% 12Ix%; 3lab’lV2; 51a1V5. 5. ¢. 6. V15 > V13;

V32 > ~VA5;5V3 > 3V5<~12V6 < 612< 5V5 > 2/30. 7. ~4/5; -37; ~3v2; V3; 26; 2V11. 8. 2%, %; 4\215;
‘/3—6; 376, %; \/170; ‘2—5 9.17; 9; 10; 9v2; 3+/5; 2v/3; 3; 1; 10; 48V6; 5; 1; 3; 0; 0; -2. 10. 3 i 1; 27 si 3; ”2‘/3 si V30.

11. 121‘7/3. 12.a,f,fa,afaafaaaffa 14 R v5; -1;3V3;6; -2; &; R; -2; 2; 1; -3; - 1. 16. (-2; 3); (33 ; V3);
(V2;3);(-5;V5);(2; -1); (1; 1); (2; 1); (24; 4); (0,1; =1). 17.50. 18. =2; —1; 0; 2. 19. 20 ani. 20. 900 lei, 32%. 21. 7 pro-
bleme corecte si 3 probleme gresite. 22. 4 motociclete si 10 autoturisme. 23. 3 copii, 65 lei. 24. 48 si 75; 60. 25. 48.
26.34;3,4.27. 425 14.28.25,29,% 3. 8 30.5.31. A x B = {(; -3),(a; -1),(a;0),(a;2),(b; - 3),(b; - 1),(b;0)
,(;2),(c; -3),(c; —1),(c;0),(c;2)}, cardA x B=12.32. A={1;2}siB={-3; -2; -1}.33.6cm3 P=4+ V13 +3V5
cm. 34. -3 si 4.35. 4 cm? P =4 + V13 +v/5cm. 36. M(0;4),N(2;0),P(0; - 4),Q( - 2;0), 16 cm?. 37. Orice nota de la 6
la10.Pg. 187-188.1.25m. 2. 2c + cV2 = 16 + 8 V2, unde c este lungimea catetei; c = 8, i = 8 V2, A = 32 cm?, lungi-
mea medianei este 4v2 cm. 3. AABC ~ AADB, AB = 2AD, AC = 4AD si concluzia. 4. a. 54 cm; b. 90 cm, Ao =
(324 - 81+/3) cm?; c. 150°% d. congruenta de triunghiuri, A, =81(2 - ¥3)cm?2.5.a.80cm2, P =20 + 12V5; b. sinB

= ‘/5—5, sinC = %; c. i. Diametrul BC este perpendicular pe coarda AE; ii. ED || BC si DC = AB = BE. 6. Triunghiurile

ADB si DCB sunt asemenea. 7. a. BE = 8v/3 cm, A

ABCD

AMAB

=192 m? b. Se compara perimetrul cu 60; c. aproximativ 20
metri. 8. P = 30 cm; se verifica reciproca teoremei lui Pitagora. 9. a. P = 12 + 4+/3 cm. b. %. c. <C=30° < B =60

10. a. 84 cm? b. Este adevarata. 11.a. 6 cm, 4 V3em,2v3 cem,6vV3 cm.b. A =24v/3 cm2,P=12(V3 + 1)cm. c. 3. d.
25%. e. 411v/3 cm, 48m cm?2.12. Se aratd ca ariile triunghiurilor AMB si AMC sunt egale. 13. Se demonstreaza ca AF
este mediana in triunghiurile ADE si ABC. 14. a. cazul LUL; b. <AED = <BEC si concluzia. 15. a. <NCB = <NBC = 30°%;
b. PM este linie mijlocie in ACNB; c. APAN echilateral, deci AN = AP, PM || AN si PM = AN = NB:2, si concluzia; d. BC

813 273 TR ) .
aBC = Tcm{ A = Tcmz. 16. a. MA linie mijlocie in ABCD; b. AAMP ~ ADPC si
concluzia; c. i. CD = 4+/5 cm (cu teorema lui Pitagora), A . = 16+v5 cm?; ii. d(P,MC) = %AM, raportul ariilor este %
17.a. AOAB ~ AOCD, % = % sicum AB = AE si CD = CF se obtine concluzia; b. cazul LUL, folosind punctul anterior;
c. <AOE = <COF(din asemanare), A, O, C coliniare, deci E, O si F sunt coliniare. Pg. 189-190. TEST 1.1. 1) 0. 2) 2V5;
3)4,5cm. 4)(6;-1).5)6.6)18.11.2) 5si 4. 4) 4 si 3. 5) 8 ani si 32 ani. 6) 45 cm, 7v/5 cm si 3v5 cm. I11. 120°%; 36
cm; 93 cm?; 403 cm? 2v13 cm; 73 ecm. TEST 2. 1. 1) =v/3. 2) 20 ani. 3) {(0; - 3),(0;0),(3; - 3),(3;0)}. 4) 30 cm.
59em.6)10% 1L DANN={0;| - 3L,LAnN={0;| - 3,AnQ = g-3; -1,3) ;13; ;1 - 31;1,7; -1,3253, An(R\Q)

={3V2;1}.2)4,5lei. 3) 60 si 80; 75%. 4) % 5)-3si2.111. 1) 12 cm; 16 cm; 86 cm. 2) 120°% 30 cm; 2,5+/3 cm si 5 cm.

=18cm, AB=9+v/3cm, A

ABCD
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